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ОЦЕНКИ НЕКОТОРЫХ ПРОСТЕЙШИХ ТРИГОНОМЕТРИЧЕСКИХ 
СУММ С ПРОСТЫМИ ЧИСЛАМИ 


В статье даются весьма точные оценки простейших тригонометри- 
ческих сумм с простыми числами. Выводится довольно общая теорема, 
с значительной точностью характеризующая распределение остатков 


от деления простых чисел на даниое достаточно болышое число. 


Моими последними работами! важнейшие оценки тригонометриче 
ских сумм с простыми числами, которые можно получить моим мето- 
дом 1937 — 1938 гг., в основном исчерпаны. Однако в некоторых довольно 
важных частных случаях точность моих результатов может быть сильно 
улучшена. Рассмотрению одного из таких частных случаев и посвящена 
настоящая работа. Здесь я оцениваю суммы вида 


ата © рп 
О Ам (1) 


№М-А<р<м 


Следует отметить, что для малых 4 (для а М ТА 
ы 1 
—=10с М и 6 — правильная дробь, немногим превосходящая 5; при этом А 


есть величина порядка, близкого к м) весьма точные оценки сумм (1) 


являются непосредственным следствием известных теорем, относящихся 
к распределению простых чисел в арифметических прогрессиях ($51езе], 
Езегтапи и др.). 

Мой метод дает близкие к предельным оценки сумм (1) при несра- 
внимо более широких условиях; при этом наиболее трудным является 
применение моего метода как раз к указанному выше случаю малых 4. 
Тем не менее, как показано мною ранее?, соединение моего метода 
с известным методом У. Вгап’а дает возможность с успехом рассматри- 
вать и случай малых 1. 

В конце работы для случая п=1 я рассматриваю сумму более 
общую, чем сумма (1). Отсюда я вывожу довольно общую теорему, 
с значительной точностью характеризующую распределение остатков 


1 Матем. сборн. 3 (45):3, (1938) и Изв. Ак. Наук СССР, Серия матем., 


(1938), № 4. 
2 ДАН, ХХИ, №2 (1939). 
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от деления простых чисел на данное большое число (распределение 
простых чисел по данному модулю). 
Обозначения. Символические неравенства 
А«В или ВА 


показывают, что отношение 
а 
ГВ | 

не превосходит некоторого постоянного. 

Буквою р обозначаем простое число. 

Буквою 6 обозначаем число с условием |6| < 1. 

Вводим следующие символы: 

{2} =в— [2], (2) = пи ({2}, 1— {2}). 

ЛЕММА 1. (У. Вгап.) Пусть з, со, с любые положительные постоян- 
ные <1 и р произвольно малое положительное постоянное. Пусть, 
далее, М> 2, г=1ю5 М, 

О", ОЗ <, (4, 4) =1; 0=1<$; (4,0 =% 
М№Ме-^ < А«М, р=е“, 
наконец, ) обозначает произведение всех просты < ру, не делящих 441. 

Тогда число Т чисел =1(то4 4) и взаимно простых с О, заключенных 

в интервале 


М А < 2-1 < М, 
удовлетворяет неравенству 


и 


Доказательство?. Достаточно считать М >> С, где С — достаточно 
большое постоянное >> 2. Пусть © обозначает число простых делителей 
числа О; р:,..., ро эти простые делители, 

т=2 [3102 ^— 1], 
О (4) обозначает число различных простых делителей числа 4. Имеем 


ее У (а) (+64). 


т. 
г 


° (а) <т 
Отсюда находим м 
А с 
а В 
а/р “в= 
5(а)<т 


Но здесь имеем 


А _ А р<ро А (991)? 
ар Ч 4 П (1—>) лв 
р/441 


и Су. Вгип, У1епзкарззезКарейз Экг ег Г. Ма+.-пафагу. К1аззе, №3, Кг1<- 
тапла. 


; Е. С. Т1&свтагтзь, Вера. ае стс. ша. а: Ра!егто, %. МУ, (1930) 
14—139. ‹ 


Е. Гап4ац, \Уог1. ЯБег 7авепВеоме, 1927, ва. т. мт. тем, Кар. 2% 
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Далее находим 


У тек Чо Ув, 


а/р ар Вт 
т<“ (4) <в т<:: (а) <в 
где у обозначает п-ую элементарную симметрическую функцию от 
Л 1 
р. ? ее р: 


При этом легко ее. что 


б 
@ и 9% < а т т <= № (=) 


пи—=т п=т И—т 


«4 
м << и< ев", 


что и доказывает нашу лемму. 
ЛЕММА 2. Пусть 1 произвольно малое поломсительное постоянное, 
п целое положительное постоянное, 4 целое > 0 и х пробегает приве- 
денную систему вычетов по модулю 4. 
Тогда, каково бы ни было целое а, число решений сравнения 
"== а (тоа 4) 


Наконец 


будет 
< 7. 
Доказательство. Пусть 
= р1'...рь 
каноническое разложение числа 4. Сравнение 
хп == а (то4 4) 


равносильно системе сравнений 
д” ==а (то р!), 


2” ==а (то4 р!’). 


Каждое из этих сравнений имеет < решений, кроме, быть может, 
одного, которое может иметь <2и решений (случай р, =2). Отсюда 
и из 
п < 4" 

лемма следует непосредственно. 

ЛЕММА 3. Пусть р произвольно малое поломсительное постоянис», 
п целое положительное постоянное, 

(а, 4)=1, 9>1; 

далее $ (2) и $(у) обозначают функции, принимающие неотрицатель- 
ные значения для рассматриваемых значений х и у, причем 


о =х >=. 


0=х<а 0<у<а 
(х, а)=1 (у, а)=1 
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Тогда для суммы 


= Хх ХФ Я 


0<х<а 0<у<9 
(х, 4)=1 (у, 4)=1 


И. 
Доказательство. Имеем 


зах < 


1 


р: . а „. 
«хе У У Уфе". 
и=0 у 91 
Суммируя сначала по и, получим 4 или же нуль, в зависимости от 
того, будет ли у"==у" (шой 4) или нет. Отсюда лемма следует непосред- 
ственно. 


имеем неравенство 


ЛЕММА 4. Пусть р произвольно малое положительное постоянное, 
п целое полоэкительное постоянное, 


(а, 4) г ь 9> 1 
и ; пробегает приведенную систему вычетов по модулю д. 
Тогда для суммы 
Т 2й У т ть 
г4 


имеем неравенство 


1 
д 
Доказательство. Очевидно 


0<х<а 0<у<а 
(х, а)=1 (у, а)=1 


где Ф (1) — функция Эйлера. Согласно лемме 3 имеем 
32 
= 
5< 4? 3, 
откуда, ввиду 
р 
Е 
9 (9)29*, 
лемма 4 следует непосредственно. 
Замечание. Та же оценка будет, очевидно, иметь место и для 


более общей суммы 
Иа 
ТГ: = № Хх (2 ) 


0<2<4 
где / — какой-либо характер по модулю 49. Действительно 


1 211 
=» = Х УХ хФхе 
0<х<а 0<у<а 
Сумма же 5, оценивается аналогично тому, как и сумма 5 в лемме 3. 
Следовательно, всегда имеем 


1 
то ВЫ 
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+ 
ТЕОРЕМА 41. Пусть = положительное постоянное = 1 произ- 
вольно малое положительное постоянное <:, М> 2, г=105 М, 
2 — 
У, 


(а, 4)=1, Оза=е", 
ДА целое поломсительное постоянное, 


271 — рт 
5 хот. 
№М-А<р<М 
Тогда имеем 


аи 


Л 


=) 2 


Доказательство. 1° Достаточно предполагать М > М, где № — 
достаточно болышое постоянное >2. Пусть 
1 = 30 р =е”* 
и О обозначает произведение всех простых чисел < ру, не делящих 4. 
Пусть далее 4 пробегает все делители числа О, а Р пробегает числа, 
взаимно простые с 24. Тогда имеем 


2 ыы в (4)5а, Эа= 2 Не (1) 
а 


№М-А<Р«М 


= 


МЬ-А 

—а <т< - 
(т, а)=1 

20 В левой части отбрасываем все члены, где Р делится на квадрат 


целого >1. Ошибка, которая произойдет от такого отбрасывания, 


будет 
А А >) А 
Е 1) Е 
— ХУ И и _- гУа 
ро<РЗУ М 
3° Теперь оценим ошибку Д, которая получится, если в правой 


части равенства (1) отбросим члены, отвечающие значениям 
3 


И 
Пусть такое 4 имеет А простых делителей. Находим 
5 


> 


Но имеем 


№ <а<м 0<т<М 
Далее из известной формулы следует 


з [7+1] + Не [| <>”. 


Поэтому 


3 


АХ 47.24" < 
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4° Ввиду 2°`и 3° равенство (1) принимает вид 


ра" У в) 5-0 (== ИЕ | 
р 


№М-А<9<мМ 
о<а<м* 


, (2) 
г г ь о а в 


(т, а)=1 
Здесь, в левой части, О пробегает лишь числа, не делящиеся на 
квадрат целого >1 и взаимно простые с Од. 
5° Теперь оценим одну из сумм 65а, входящих в равенство (2). 
Имеем 


5а= [+4 | Т+0(4), 


где Т не зависит от 4 и, согласно лемме 4, 


р 
т<" 
Поэтому д 
А = 
У в 5а-Т У ва [4% | +049. 
$ В: 
0<а<м“* 0<а<м“ 


Но рассуждая, как и в 3°, выводим 


пе норма 


Е 0 А 
м <а< аа <т аа 
Следовательно, 
+ А 
У ь@ 54 < а? гы = -), 2= У в (а) [= |. 
А 
а< 
0о<а<м* ьы 


Очевидно ( выражает собою число чисел, взаимно простых с Д, не 
А 

превосходящих `,. Поэтому, согласно лемме 1 (1 вместо 4,4 вместо 41, 

А А 

7 вместо и также вместо А, 10° 81 вместо т). 


24: Аг. 


Поэтому равенство (2) может быть м в форме 
. а 
21 — 9" А 
У ея <. (3) 
М-А<9<м ВЫ 
6° Рассмотрим левую часть неравенства (3). Пусть К число простых 
делителей какого-либо ©. Имеем 


= 


|: т 
р. Ат 
Следовательно, а |. может быть представлено в форме 


х Пт ИЕ (4) 
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где ©» есть сумма слагаемых левой части (3), отвечающих значениям О, 
имеющим ровно К простых делителей. 
7° Оценим какое-либо значение ©,, предполагая >11. Сначала 


оценим сумму тЫ 
та бис 
Е ЕЕ № м е Ч й 
р 
(СА 1 


где и пробегает простые числа с условием 
р <и=уИМ 
и ©, при данном и, пробегает числа О интервала 


не делящиеся на квадрат целого >> 1 и имеющие ровно К —1 простых 
сомножителей > ру и <= ИМ. 
Здесь весь интервал 
< == № 
мы подразделим на «л интервалов вида 
Я не 0, 20-00-30 
и далее, полагая 


_ „злу е 
Но=е ? 


мы каждый из новых интервалов подразделим на«Н. более мелких 
интервалов вида 
И —1 
о И (Но зи’ = 20 Н6 . 


Пусть 
2-9 711 
ИЕ 
щш<и< и’ МА 
Имеем 
Миа ее р 
п НО (п ), пы, о Мо ь 


Поэтому сумма И’ будет отличаться от суммы 


У 271 С ип фт 
> е Ч 
и 


и<и’ М-А М 
чо<и> = 
мо о 


на величину порядка 
| ПН’ ОНо*=МНо°. 
Сумма всех таких ошибок для всех И’, на которые разбивается А 
будет 
«му о - 


8° Пусть / какое-либо из чисел 0,..., 4—1 с условием (р, 4) =1. 

Применяя лемму 1, оценим число В чисел и формы 92-2, заключен- 
ных в интервале й 
ш<Ии= и. 

Здесь полагаем 9, =1. Вместо М следует теперь взять число и’. Следо- 

вательно, вместо г надо брать 106 и’. За с можно принять то же самое 
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число в, что и в доказываемой теореме. За А следует взять и’ — \, 


что 
$ и’е-@9в и" ®. 


Тогда условия леммы будут соблюдены и мы будем иметь 
и —щ 0. ПИ." 
В < и- 5 <М, М = „а= у 


И РЕ ЕЕ 
9-9 5 Е" 
9° Далее, применяя лемму 1, оценим также число ВБ, чисел о = 


== (104 4), взаимно простых с Р и лежащих в интервале 
И— А М 

О =. 

чо о 


Здесь вместо № леммы 1 следует взять =; вместо г следует взять 
0 


; наконец, вместо А следует взять —. Очевидно, 
о 


105 —; 
э 10 
1 № 
5 Реа 100 и, 

Ш 


Поэтому здесь получим 
А 


В ат 


10° Теперь И, может быть представлено в форме 


х ры 
И, == > е Ч . 
выбранные 


и 
где Ги Д независимо друг от друга пробегают значения, 


среди взаимно простых с 4 чисел ряда 


О 
принимает 


ичем каждое свое значение / принимает <М раз, а (1 


по 


< М, раз. Поэтому, согласно лемме 3, имеем 
—1 
АН 


3 
И’, < ММ, 4" <— а 
12—32? У р 


4 
Вместе с тем из 70 находим 
А 
Ть < У в ;- 
‚1 Зе в? а: ы 


11° Очевидно, всякое слагаемое 
ре 

е Ч 
входит и в сумму Ть, причем ровно А раз. Кроме 


суммы 9, 


сумма Ть может содержать еще члены вида 
$ 
2 т о с 


е 


Но число таких членов будет 


ь (5+1)<=. 


< и 
ро <и< ИМ 
Поэтому при > 1 
1 1 д 1 
бь=- Г» НО (1 < :. ОХ 
о киа 84а 9 


Отсюда и из (4) теорема следует непосредственно. 


того, 
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Замечание. Разыскание асимптотических формул в аддитивных 
проблемах с простыми числами (я имею в виду видоизменение метода 
Нагау-Г6 ежоо4’а, применяемое в моих работах, причем речь идет 
о тех проблемах, которые уже исследованы) сводится к решению двух 
вопросов: 1) оценка интеграла на больших дугах (малые 4), 2) оценка 
интеграла на малых дугах (большие 4). 

Методы решения первого вопроса, основанные на теории Г-рядов 
и одинаково пригодные как для смешанных проблем (аргументы не 
всех слагаемых должны быть простыми числами), так и для чистых 
проблем (аргументы всех слагаемых простые числа), были полностью 
разработаны непосредственно перед появлением моих оценок тригоно- 
метрических сумм с простыми числами (метод, основанный на лемме 
51есе]’я, а также метод Езбегтапи’а, дающий гораздо более слабый 
порядок остаточного члена, но независимый от леммы б1еое?я. Оба 
метода базируются на некоторых результатах ТисвтагзВ’а и Расе’а). 

Второй вопрос для смешанных проблем не требует моих оценок. 
В решении же всех без исключения чистых проблем мои оценки необ- 
ходимы. 

Здесь следует отметить, что мой метод может в значительной мере 
заменить теорию Г-рядов и в решении первого вопроса. Например, 
пользуясь теоремой 1, мою асимптотическую формулу для числа пред- 
ставлений целого № в форме 

Е О 
легко получить, имея доказанной обычную формулу для *(х; 4,1) 
лишь при 1 < !* (г=108 М), где = — произвольно малое положительное 
постоянное. Если же пользоваться теоремой 1 и только результатами 
Расе’а, то во всех проблемах остаточные члены получаются почти 
такие же точные, как и получаемые по методу Ез{егтапп”а. Так, в упо- 
мянутой моей формуле получается остаточный член порядка 


м 7 й 
А 1, = — 


т. е. такой же, какой получается и при правильном использовании 
метода Езфегтапп’а. 

ЛЕММА 5. Пусть М№ целое > М№., где М, — достаточно большое 
постоянное >1, г=10о8 М, О обозначает произведение всех простых 


7 


т в 
= ММ, й — положительное постояпное <= -;-, 1. = АНА. 


Тогда все делители а < № числа О) момсно разбить на 


И 

= 7105 7 
классов с условием, что для каждого из этих классов существует целое 
положительное и З< чисел 1, .-., =; Сь..., (5 4...) В 60 следую- 


щими свойствами: 
1 =(,>...=6.; 2=б: 20; 
всякое 4, принадлежащее выбранному классу, представляется в виде 


произведения 
=: ... 8:› 
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где г; есть произведение ровно [5 простых чисел р с условием 
И: — р < С., 

тав что 
анов С.. 

Доказательство. 41° Все простые делители числа О мы разобъем 
на группы следующим образом. Пусть < обозначает наибольшее целое 
число с условием 

Им 
Тогда получим * групи простых чисел, если включим в $-ую группу 
($=41,..., =) числа р с условием 
081 =р< 0*°. 


2° Из определения числа т следует 
Е 105 т 
— 1054 * 
3° Для числа у простых сомножителей какого-либо 4 <= М находим 
границу 


= 
г 


И, 


4° Рассматриваемые значения 4 мы разбиваем на классы следующим 
образом: к одному и тому же классу относим значения 4 с равным 
числом сомножителей, принадлежащих одним и тем же группам. Ввиду 
25 и 3° число всех классов будет 


108 т 


< 7105 Х я 


5° Пусть |, обозначает произведение простых сомножителей 5-ой 


группы, входящих в число 4 избранного класса, и 4; обозначает число 
таких сомножителей (}, =1, [; =0, если такие сомножители отсутствуют). 
Имеем 


Полагая 
имеем 


Те же самые числа 


91, Я 
Л, ь Ч" › 
и ней 143 


но переставленные одиовременно в таком порядке, чтобы РГ, шли, не 
возрастая, мы обозначим символами 


1. АА, у 
5 Е АН 5.) 
И 


Соответственио этому изменим и номера групи чисел р. Тогда и убе- 
димся в справедливости нашей леммы. 
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ЛЕММА 6. Пусть заданы две последовательности (и) и (5) целых 
поломки тельных чисел, взаимно простых с 4, М> М,, где №, достаточно 
большое постоянное > 1, г=1ов М, 

аз -0-_Л ъА-\ 
(а, 9) =1, о _^ 


п целое постоянное = 1, 


а 
21а — ипот 
5-ти", 
м о 


где и пробегает числа последовательности (и) с условием 
ти 0 


и ©, при данном и, пробегает числа последовательности (5) с условием 
И—А № 
^<ь<-. 
и и 
Далее ©(и) обозначает функцию, принимающую для всех значений и 


интервала 
ПФ Ш, 


неотрицательные значепия, причем, каковы бы ни были числа и ии) 


с условием 
О: = и, < и, =0,, 


всегда имеем 
® 7 
> (2 (и)) «иьК,. 
м1 <и<и> 
Пусть, наконец, р произвольно малое положительное постоянное. 
Тогда имеем * 


1 3 
АИ СРО 
Доказательство. 41° Весь интервал 
= й= 0 
мы подразделим на «г интервалов вида 
Поп О, ЦИ = 20. 

2 Рассмотрим часть 5, суммы 5, отвечающую одному из таких 

интервалов. Подразделив в свою очередь последний интервал на 


и 
ЕЙ 


новых интервалов вида 
О 


будем иметь 


а 

% 271— ипат 

К» Е = м (и) > Е 
ио<и<и’ №-А вм 
6 <е<— 


Сумму 9, мы заменим приближенно суммой 


с 
% 2 —иТоЯ 


= 
= р Ф (и) и ; 
ио<и<и’ АА ты 
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ЗН и м м _М № 

= У — 24 

о. ЕО (=), ое. 
имеем 

а И 
© ) Хе 
Поэтому 
У, -У, 5, «(+и) У о «(ЧО в. 
О1<и< По 


Далее имеем 


У И УХ 15, 
‚ (,5) «( 1) 5152 
Но каждую сумму 9. можно разбить на 
А 
-— 4-1 
“тд 


сумм вида 


а, 
\ 21и— ипкл 
С =./ ` 
== У (и) Ен г ЗЕ — 60 = 0, 


щ<и<и’ <<” 


«(+1 Х155 


где суммирование распространяется на все суммы 5.. Применяя к каждой 
сумме 5. лемму 3, находим 


зе У (2) У 1, 


причем 


ч0<и<н” то<е<:’ 
Я«ен( +1) Х (и). 
а 


Вместе с тем имеем 


(3,5) «(аи ) ив (+1) (+1) е== 
(и (а (4+9 ОА, 
м И( + т т УЕ. ое “+0) Е 


откуда лемма 6 следует непосредственно. 


ТЕОРЕМА 2. Пусть з, чи 1 произвольно малые положительные 
2 3 
; Е НГ! У 
постоянные «< 1, М > 2, г=108 М, (пом те 
п целое положительное постолчиное, 


[2 
р" 


шо, 
Я 


Тогда имеем 


|= 


. м 
эх 44 
Доказательство 4. 1° Положим ч=20. Имеем 
(1 
ИА - 
5=УУь@е тя" +0(ИМ), 


а 


“ Срави. мою статью в Изв. Ак. Паук СССР, Серия матсм., (1933), № 1 
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где 4 пробегает делители произведения всех простых чисел = ИМ, 
не входящих в 1, а т пробегает числа натурального ряда, взаимно 
простые с 4, причем суммирование распространяется на область 


№И— А < ат=—\. 
Далее находим 


2“ а} т" 
о А. 


где То есть сумма слагаемых, отвечающих значениям 4 с четным 
числом простых делителей, а Т, есть сумма слагаемых, отвечающих 
значениям 4 с нечетным числом простых делителей. Мы рассмотрим 
далее какую-либо одну из сумм Туи Т,, которую обозначим симво- 
лом Т.. 

2° Числа а < \№ разобьем на классы с условиями, указанными 
в лемме 5, причем сохраним все обозначения этой леммы. 


3° Числа т мы также разобьем на «г классов. \ одному классу 
будут принадлежать все числа т, лежащие в некотором интервале вйда 


М<т=М, М=<2М. 


49 Часть суммы Т,, отвечающую выбранным классам значений 4 
и т, обозначим символом Т.. 


5° Пусть сначала 
и 


Ме. Ел. 


причем 3 первое из чисел ряда 1,..., < с условием 


1 
МС, ... бв> №. 
6° Пусть 3 >> 1. Тогда, полагая 


Е оо М Ооо 
имеем 
1 2 


Мб. Са №, Св = баь ИС -- Св <= №. 


Поэтому в рассматриваемом случае 


эта © ить 
о 


где и пробегает целые числа с условием 
2 


1 
Е — 2, 
а г, при данном и, пробегает целые числа с условием 
И—А М 
Е =. 
и и 
При этом © (и) не превосходит числа (и) делителей числа и. Следо- 
вательио, числа ЁР, и Ё,, указанные в лемме 6, здесь будут удовлет- 


ворять условиям 
о г, 
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Применяя лемму 6, получим 


1 


во ив ро у И 
т. < 44 ) а [| мя АЙ о. 
` №3Х 


9 


7° Пусть 8=41. Полагая, ради краткости, 4 =х и обозначая симво- 
лом х, наименьшее целое с условием 


1 


МС» 
мы каждое 4 представим в форме 


@=105. 


ь 
РИ 


где и, есть произведение *х, простых сомножителей числа 81, а о яв- 
ляется произведением х— их, оставшихся сомножителей числа 8, и всех 
5...., В:. Здесь имеем (при х, > 1) 


1 ; р % 2-1 © итот 
Тз= = Т», ао 2 Ч Е 
( ы > С 
“ 
где и пробегает значения произведения ти’ и $(и) обозначает число 
решений неопределенного уравнения 


Пи: 
Далее, находим 


‚ @ эп пт 
; 5 Хх М 21-6 що: 
= Уно, ИУ». = : 

б м1 1 
где 6 пробегает все возможные делители чисел в, и, при данном 65, и, 
и с, пробегают частные от деления чисел и и с на 5. 

Здесь будем иметь 
$ (и.й) = < (шб) = < (и) <), 
и потому, применяя лемму 6 к сумме И/;, мы можем считать 
< тг), Е; < те.) 


В сумме И’; и, пробегает значения с условием 
_ : 
м м 
ее 
< ш = 2 > 


и ©, при данном и., пробегает значения с условием 
№М—А М 
со = Ст = о 
и 0 
8° Очевидно 6 =ИМ. Пусть, кроме того, 


© = (. 


Тогда можно применить лемму 6. 


Находим 
р # ее 
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9° Если же 8> 14, то И’; не превосходит числа систем значений 


и 
т, =) ©, с условием 


что содержится как частный случай в неравенстве, доказанном в 8°, 
10° Поэтому, ввиду < ИМ и 7 
9 1 
, = 
В та 
Аналогичным путем выводим такую же оценку и при х, =1. 
11° Теперь рассмотрим случай, когда 
ы 
М = №. 
2 


В этом случае 4 < №, А>а4. Сумму 
; 2 апт 
Е У а 


можно разбить на 


сумм, каждая из которых, согласно лемме 4, будет 


т 
та 


< 1 


Поэтому 
т 


и = 
9, И 
12° Наконец, в случае 


2 
МС,...6.< №, 


очевидно, имеем 
1 


1 
Т.<№л< Аа *. 


13° Ввиду оценок для Т., данных в 6°, 10°, 11°, 12° леммы 5 и 1° 
и 4° мы и убеждаемся в справедливости нашей теоремы. 

Замечание. Путем улучшения леммы 6 указанные в теореме 2 
неравенства для А можно заменить на 


2 
+ 
Мо А 
Более общие результаты для случая п=1. Ввиду особой 
важности случая п=1, мы вместо теоремы 2 для этого случая дока- 
жем более общую теорему. 


2 Известия АН, Серия математическая, № 4 
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ЛЕММА 75. Пусть М> №, где №, достаточно большое постоянное 
1, =, 
и - 


и. (а, 4) =1, 090<9=^М, 


Че 
$ пробегает целые числа (все или часть) некоторого интервала ‘дли- 
ною «УТ, 

О Л 
5 = У шт (И, = )- 
Тогда имесм 


5< (1+ 1) (И 4). 


ЛЕММА 8. Пусть заданы 0ве последовательности (и) и (5) целых 
положительных чисел, М> М, где № достаточно большое постоян- 
ное > 1, г=106 М, 

1=м< 0. = ЛА ба ео 


а 0 ы 
а 4? (а, 4) =1, Е 
= р. 
5 = У Ф (и) У ета о. 
м ф 
где и пробегает числа последовательности (и) с условием 
Ио. 
и ©, при данном и, пробегает числа последовательности (5) с условием 
У—А М 


о 
а — о 


Далее $Ф(и) обозначает функцию, принимающую для всех значений и 
интервала 
ен 6. 
неотрицательные значения; при этом, каковы бы ни были числа ил 
и и, с условиями 
и < = 0%. 
всегда имеем 


У («в Е.. 


м <и< и 
Тогда 
И Е 7 я 
- 4 АВ 2 А А? : 
Доказательство. 14° Достаточно рассматривать лиц ай 


№ ее 
А > шах (‘9 5, И № ) ) 
Весь интервал 
О ие 
мы подразделим на «г интервалов вида 
а 


5 См. мою работу «Оценки тригонометрических сумм», Изв. Ак. Наук СССР, 
Серия матем. (1938), № 5—6. 
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о 
2 Рассмотрим часть $, суммы 5, отвечающую одному из таких 
интервалов. Подразделив в свою очередь последний интервал на 
М 
> 
новых интервалов вида 


будем иметь 


=», 5ь 5 = У?) № е2тР. ки», 


<и<из =. а М 
К 
Ре А! 
2 
Во 9 &@ У, (ФВ, 
и <и< и» 
В = У У 2 ети —11) 
Ри = 
и1<и<и› МА Я м. М-А РМ ) 
Е а 


где и пробегает уже все целые числа указанного интервала. 
Чтобы оценить В, изменим порядок суммирования. Очевидно, о и о: 
могут принимать лишь значения с условием 


УИ—А а И—А 


и ) 


а и, при Е о ис:, пробегают значения, лежащие в интервале 


№М—А И—А 
и’ < и = йо и’ = тах (и, о , о ) 2 
1 
= (0 = 
и — 2) о ? О, О 


Ап 
Поэтому, ввиду и’-и’ < и. -фи < —у › имеем 
< ет: Аи 1 
п<УУша (1, зы), 
о 21 


или, замечая, что ©, при Данном е., пробегает числа, лежащие в ин- 


тервале длиною 
№ АЯ м (м, — и;) + Аи, —- 


и и? : или 


согласно лемме 7 находим 
АГА Аи 
Е<В,, № => (те р (1 Е 4") : 


Вместе с тем окажется 


< У (+())Вь 5«- В. Х (Ф())* < 
м <и<из О<и<Ио В 
МИ 1 1 аг 
о НО 


те РИ Ма” 
51 = АУ Ё, и? ГЫ Ра, 


откуда лемма 8 следует непосредственно. 


9* 
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ЛЕММА 96. Пусть К целое >. 0, 

а. 

О ее М 
Тогда имеем 
. А 1 КА 
У пи (4, зао) < (9+ )" 
0<а<ао ; 

ТЕОРЕМА 3. Пусть й произвольно малое положительное постояи- 


ное — № > 2, г=105 М, Ё целое > 0, 
ее, (а, 9) =1, 0<49=м№, 
И =, 


КУ Е е?тлайр : 


№М-А<р<М 


Тогда имеем (\=1- 1) 


2+ 
о ие: № К ка 
105 ее 2 
5 < Аг т, 7 - а 


Доказательство. 1° Имеем 


За №3 (а) е?тйект -- О (ИМ, 
а т 


где 4 пробегает делители произведения всех простых чисел <=УИМ, ат 
пробегает числа натурального ряда, причем суммирование распростра- 
няется на область 

№И— А<ат=—\. 
Далее находим 


№ № в (4) е2=е^ат —Т.—ТЬ, 
а т е 


где ТГ. есть сумма слагаемых, отвечающих значениям 4 с четным чис- 
лом простых делителей, и Т, есть сумма слагаемых, отвечающих зна- 
чениям {4 с нечетным числом простых делителей. Мы рассмотрим, 
далее, какую-либо’ одну из сумм Т, и Т,, которую обозначим сим- 
волом То. 

2 Числа 4 < М разобъем на классы с условиями, указанными 
в лемме 5, причем сохраним все обозначения леммы 5. 

3° Числа т мы также разобьем на <л классов. К одному и тому же 
классу будут принадлежать все числа т, лежащие в некотором интер- 


вале вида 
М<т=Мь М, =2М. 


4° Часть суммы Т,, отвечающую выбранным классам значений 4 


и т, обозначим символом Ту. 


‘См. мою работу «Новая оценка одной тригонометрической суммы, содержа- 
щей простые числа», Изв. Ак. Наук СССР, Серия матем. (1938), № 4. 
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5° Пусть сначала 


1 
Мы» та. м, 
причем В первое из чисел ряда 1,..., т с условием 


Ее Е 
6° Пусть В > 1. Тогда, полагая 


ИО ., 98, ОЕ. 0, 


имеем 
1 2 


А О 
Поэтому в рассматриваемом случае 


Т. = > Ф (и) о еталио, 
К ® 


где и пробегает целые числа с условием 
2 
и, 
а о, при данном и, поете целые числа с условием 
М 
кЕЕЫу < 12 = =. 
При этом $(и) не превосходит числа “(и) делителей числа и. Следо- 


вательно, число К,, указанное в лемме 8, здесь будет удовлетворять 


условию 
ва. 


Применяя лемму 8, получим 


. 1 
= К 3% Ма 
таре с и +. 
7° Пусть В=41. Полагая ради краткости а и обозначая симво- 


лом х, наименьшее целое с условием 


мы каждое 4 представим в форме 

а=и‹о, 
где и. есть произведение х, простых сомножителей числа 5, ао яв- 
ляется произведением х—х, оставшихся сомножителей 2, и всех 


62) +. у. 
Здесь имеем (при х, >. 1) 


Т. = т. № е (и) о е?таймо , 
(- (= К > $. 
где и пробегает значения произведения ти, и $(и) обозначает число 
решений неопределенного уравнения 
Ти. 
Так же, как и раньше, выводим 
1 2 
ЛАМ. 
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Далее находим 
Тз = х, в, (5) У.,, И’ = © (и. д) > ета? ит, 
6 Ул $1 


где 5 пробегает все возможные делители числа 2, и, при данном 5, 
и1 и ©, пробегают частные от деления чисел и и о на 0. 
Здесь будем иметь 
Ф (и15) = < (и15) < (и) * (6) 
и потому, применяя лемму 8 к сумме И’, мы можем считать 
Ри т). 


В сумме И/;, и, пробегает значения с условием 
1 2 


№3 2 
Е 
и 9:, при данном и!, пробегает значения с условием 
М—А 


а не 
8?и1 5 = би, ` 


8° Очевидно, 8=ИМ. Пусть, кроме того, 
1 2 
© > З» из а 
= 95 ке АМ и 


Тогда можно применить лемму 8. Находим 


72 1 
Е к № М ® 
виа 


9° Если же 8 >> 8%, то И). не превосходит числа систем значений т, 
©: с условием 


А я 
Ш 


6 ) 


И—А о № 
вен ЗО 


и следовательно, согласно известному свойству функции т (а), 
А, УМ 
< (аб) м, 


что является частным случаем неравенства, доказанного в 8°. 
10° Ввиду доказанного, суммируя на все 8, находим 


К У м! № 5 
нет 


Аналогичным путем выводим такую же оценку и при х, =1. 
11° Теперь рассмотрим случай 
1! 
М> №. 
С 
В этом случае имеем 4 < № и 


Тз= ъ ба, 5ба= У ел ат, 


т 
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+ 
где 4 и т пробегают числа избранных классов. При этом т, 
в сумме ба, пробегает значения с условием 


У м 
М т Мь -—“<тжт. 


2 
Здесь имеем (при А > №) 


ь А Л 
и потому, согласно лемме 9, 
2 
Т.< (м -е+А 7. 


12°. Наконец, в случае 


очевидно, имеем 


Тз < №. 
13° Собирая доказанное в 1^, 25, 40, 6°, 14°, 12°, имеем 


й 1 т 
105 г = 1-=— 
+6 3 3 
То5Х у, КМЗ, М № № 
5 < Аг 5 ее: 


откуда теорема 3 следует непосредственно. 
ЛЕММА 107. Пусть з произвольно малое положительное постоянное, 


9 
=, (а, 4) =1, й — 0. 
Пусть, далее, К и Е независимо друг от друга пробегают значения 
Поле, А 
а. 


Тогда число значений символа (\Кг), не превосходящих 9-—!, будет 
«(Кс -1) (КС). 
ЛЕММА 11. Пусть й произвольно малое положительное постоянное < 1, 
№М > №, где М№ достаточно большое постоянное > 2, г=10ов М, 


тах (№, 8, 2) = А=\№, 


А=еа,, (@,9)=1, 0<9=<М. 
Пусть, далее, К пробегает значения 1,...,К, причем каждому Ё при- 
ведено в соответствие число &, удовлетворяющее условию 
=. —1, 0<8=9, |6, [< 1 
ЕЕ, 1011. 


СУ 2 Ю» , 


0<^<а 


7 См. мою работу, опубликованную в Изв. Лк. Наук СССР, 1927, стр. 567—578, 
лемма У. 
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будем иметь 


р м 
у | и >^ МЕ о 1 | 
2 | 
и Е | я. Е де | 


Доказательство. 41° Сначала рассмотрим часть суммы 5 с 


5 1 
ЛЕ Л. 
В этом случае очевидно 
1./ 
Рь<ту ж- 
Следовательно, часть суммы 5, отвечающая такому случаю, будет 
№4 
«г А? . 
20 Теперь рассмотрим случаи 
5 1 


а—№; а> №, = №. 


Сначала оценим часть суммы 55 включающую слагаемые с условием 


Кё = 


Для этой цели мы все значения А и, равным образом, все значения 8 
разобъем на группы следующим образом: 


=, в 1 
РЕ. э. &=2, 3, 
== 6, © = 000 
Ре в. 
Пусть х, Хх 1,..., хх; 1, 1 1,..., У’ какие-либо две группы 


чисел Ё и в. Числа К и 8, принадлежащие этим группам, могут удо- 
влетворять неравенству Ае > 4 лишь в случае 


4% > 4. 
Предположим это условие выполненным. Имеем 
0 6 
о 
г =. =’ $=е- г 


и потому, согласно лемме 10, сумма слагаемых суммы 5 с условием, 
что А и 5 принадлежат избранным группам, будет 


+ + 
жк из м 
ен. и а < 


Е ы 
< 4" | Киа «и А и 
А ыы 
А А? 4 А - А? `. и у 
Суммируя же па все возможные пары групп, мы получим величину 


- о 
а+® 
3 и Ра 

< И т. а й 
А 1 * 


А? Ч 
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3° Наконец, оценим часть суммы 5, отвечающую случаю 
28 < (4. 


Сравнивая два различных выражения для ХА, имеем 
еб 0 
Р-Н, акб — с 2. 
С 

Следовательно, разность айс —с4 равна 0, или же у= +4. Но первое 


невозможно ввиду (а, 4) =1, Кё < 4. Поэтому 
а —сй = у. 
Обозначая буквою 2, наименышее положительное решение сравнения 
аз == (то4 4), 
очевидно имеем АКЕ=д,. А так как число решений в целых положи- 


тельных Ки р этого уравнения будет < 4*, то того же порядка будеь 
и число членов нашей суммы с условием А; < й. Каждый же член будет 


1 В Мой 

_ К А и АЕ х 4 

Поэтому соответствующая рассматриваемому случаю часть суммы 5 будет 
Е н у 
№ М 
«Г ть. А? -® ев 

Из 15, 2° и 35 лемма следует непосредственно. 

ТЕОРЕМА 4. Пусть з и й произвольно малые положсительные постоян- 
1 
ные =, М> №, где М№— достаточно большое постояниое >23, 
г==1ор М, 
(а, 9) =1, 1 == М, 


0 

о Вы Ве 
АЗОВ 
п Фо 


Пусть, далее, Т обозначает число сссх зпачений дроби 
{Хр}, М Ахр=М 


число значений той се дроби с условием 


и Т, обозначает 
Ор: 0. 
Тогда имеем 
Т.=сТ- О(А^), 
= - Е 
+ 
в № МВ Й 
Е ВБ п-и` 


Доказательство. 1° Согласно лемме 14 главы [ моей книги 
«Новый метод в аналитической теории чисел» 8 (предполагаем А < 0.5, 
иначе теорема 4 очевидна) существует периодическая фупкция $ (2) 


с периодом 1 и со следующими свойствами: 


8 Труды Матем. инст. им. В. Л. Стеклова, т. Х, 1937. 
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Пусть о и В вещественные, причем 
О<=В—«=—=1— 24. 
Тогда 
1. $ (2) =1 в интервале а = х= в; 
2. 0<—$(2) =1 в интервалах о В=х=<В-А; 
3. $ (5) =0 в интервале ВЕ А = х<1-+«—А4; 
4. $(2) разлагается в ряд Фурье вида 


$ (2) = ба А+ № (ак 0$ 2=Ёх -- Бьзт 22), 
Е=1 
где 


1 1 
а =, в, < ах если < ъ, 
1 1 1 
Ч < ца, в, < ЛЕ? › если == о 
2° Применяя 1° и теорему 3, находим 


У +з0р=@-щ«+АтТ-АВ, 


М-А<р<м 
а 4 одре Иа. 51 у 
АА? # лу: И 9 <Е ча ’ 
но 
Ват. > УХ рь-+ Уза<А+ «А. 
ЕР Е>а 


Отсюда, рассуждая так же, как в указанной моей книге (глава УГ), 
мы убеждаемся в справедливости теоремы 4. 


ТЕОРЕМА 5. (Распределение простых чисел по данному модулю.) 
Пусть з произвольно малое положительное постоянное «1, М> 2, 
4 = Ам, 1 Ом 
к оо. 


Все простые числа р интервала 
И —А<р=—<м 


заменим их остатками Р от деления на 9. Пусть Т обозпачает число 
всех этих остатков (т. е. число всех простых чисел интервала 


№М—А<р=М) и Т, обозначает число тех из нах, которые лежат 
в интервале 


Тогда имеем 
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Доказательство. Положим в теореме 4 
1 


л=—. 


9 
Тогда, представляя \ в форме 
1 0 
Ва. а= [9], 


мы и получим теорему 5 как непосредственное следствие теоремы 4. 


Частный случай. Наиболее простой вид закон распределения 
простых чисел по данному модулю @, выражаемый теоремой 5, имеет 
при 


Тогда имеем просто 


5 1 
Пример 1. Пусть А= №, 9 = №, =-. Заменив согласно нашей 


теореме (частный случай) все простые числа интервала 


М— № < р=м 


1 
остатками от деления их на №, обозначая Далее символом Т число 


1 
т 
всех остатков и символом Т, число тех остатков, которые = -- №, будем 


иметь 
1 


5 
Г. =5Т-+0(№“ 


ы. 


ро Заменив все простые числа 


т 
Пример 2. Пусть А=\№, О9О= №. 8 = 
УВ 
р= М их остатками от деления на №, обозначая далее символом Т 


РН 
число всех остатков и символом Т, число тех из них, которые = - АЕ 
будем иметь 


1 
ПА ТЕОМ "о. 


Замечание. Применяя мой метод, можно доказать теорему, ана- 
логичную теореме 5, и в том случае, если вместо всех простых чисел 


интервала 
И —А<р=мМ 


будем рассматривать те из них, которые обладают некоторыми арифме- 
тическими особенностями, например являются квадратичными вычетами 
или невычетами какого-либо модуля, вычетами или невычетами степени 


длит. ц. 
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Поправка к предыдущей работе, В моей предыдущей 
работе «Оценки тригонометрических сумм» ? необходимо сделать следую- 
щие очевидные исправления: 

В леммах 5 и 6 границы для К следует заменить более точными 


108 И 
— 105 (1 — У) 


__ 1082 27 


10 ==) +1; 


к< ыы 2 


далее, в лемме 6 границу для числа слагаемых вида К следует заме- 
нить такой: 


п 
2 А-В, 


соответственно чему ввести очевидные исправления в тех местах дока- 
зательств теорем 1 и 2, где я ссылаюсь на лемму 6. 
Кроме того, в формулировке теоремы 2 следует взять 


. 1 1 
= Ею Е 9400т0 = и раза ° 
Математический институт им. В. А. Стеклова. Поступило 
Академия Наук СССР. 4. У. 1939. 


Г. УТМОСВАШОМ. ОМ ТНЕ ЕЗТТМАТТОМХ ОЕ $0МЕ УМРЕТ ТВ1СОМо- 
МЕТВСАГ $0М$ 1МУОГУТХС РЁЫМЕ МОМВЕВ$ 


ВОММАВУ 


п 1Ъе ргезепь рарег \Ъе гоПо\!те \Теогегаз аге ргоуе4. 
ТНЕОВЕМ 1. Ге з фе а розиое сопздат =, ап агфигагИу зтаИ 
розийюе сопзат «зв, М> 2, г=108 М, 


Ме"! *® «АМ, 
(а, 4) =1, оне 


п ап пиестай розиее сопядат, 


ХМ—А«р<м 
Тйеп фе пасе 
< - Е Е: 
а. 


° Изв. Ак. Наук СССР, Серия матем. (1938), № 5—6. 
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ТНЕОВЕМ 2. [е в, 1 ап № $е атфитагИу зтаП розизее соп- 
- — 
За, М а г—юЛ, (о =Ьье < о, м8” 9 аа р 
ицевтай розилюе сопзфат, 


. а 
211 — рп 
е Ч 


5 = > 
№М-А<р<мМ 
Тлею фе расе 


1 
5<« 44’ 8. 


ТНЕОВЕМ 3. Геё 1 фе ап атфитагИу зтаЙ розилое сопяат <*, 
№М> 2, г=10о2 №, К ап ищерег > 0, 


а (а, 4) =1, О<а=—мМ, 
АА = №, 
а © етой 
№М-А<р<мМ 


Треп ве йаве (\=1- и) 


ри 5 
105 т и р 
+6 Км и К а 
108 ^ Е ры ы 
9 < Аг а ЗВ - + а. 


ТНЕОВЕМ 4. Ге з апа 1 фе атритагИу зтаЙ розое соп5фапт1$ 


Л . ть 
. М№ > №, шйеге № 15 а зи паепИу агре сопат >2, г=1ос М, 


а 0 


о. (а, 9) =1, 1=9= М, 
== А., ЮФ 


Ге? райег Т аепойе Ше питфег о} а сашез о} Ше расиоп 
Пр}: М Аар=м, 


апа Ту —йе питфег ор е сашез 0} Ше зате расйоп зайзруте йе 
соп4 топ 


Трет же пасе 


2 
5” а о 
т: №3 М и. 1 
ДЕЕЕ А | А? | ай з 


ТНЕОВЕМ 5. [ел фе ап атфигагИу зтаП розраюе сопат <1, 


М. 
Ао 


ПВер1асе ай ргётез рат Ше пиетой 
И Ахр=М 
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5у лег теззаиез Р 10 Ше тодщиз @. ГеёЕ Т ое Ше питфег ор аП йезе 
тезаиез (1. е., Ме питфег о} а] ргитез т !1е ищет М- АЗр=—М,), 
ап Т, 4епое е питфег о} 110$е ор Фет, тей Пе ат Ше пието и 


О<Р=8. 


Треп же пасе 
Т.=АТ-+О (АА), 


2. 
мм 
И мена 


ИЗВЕСТИЯ АКАДЕМИИ НАУК СССР. 1939 
ВОГГЕТИМ ОЕ ГГАСАРЕМ1Е РЕЗ ЗСТЕМСЕЗ БЕ 1/085$ 


Серия математическая Земе та{пет айаие 


А. К. МИТРОПОЛЬСКИЙ 


О МНОЖЕСТВЕННЫХ НЕЛИНЕЙНЫХ КОРРЕЛЯЦИОННЫХ 
УРАВНЕНИЯХ 


(Представлено ‹ кадемиком С. Н. Бериштейном) 


В статье применяется способ Чебышева для выражения множе- 
ственных нелинейных корреляционных уравнений при помощи степен- 
ных многочленов, определяется основная ошибка этих уравнений 
и приводятся формулы, удобные для вычислений. 


1. Положим, что зависимость статистической величины Х. от Х, и Х, 
выражается множественным нелинейным корреляционным уравнением 


вида 
1 п 


Е № Хань, Ф91/0э (81491) › &2(з)). (1) 
91=0 9>=0 
В этом уравнении & (1) и &0.) представляют нормированные значения 
статистических величин Х; и Х», а о есть условный основной 
момент статистической величины Х., вычисленный в предположении, 
что статистическая величина Х, приняла значение &(;), а статистиче- 
ская величина Х,— значение &»(;,). 
Коэффициенты а.о, и Функции Фо, (& 01), &0.)) Уравнения (1) 
можно определить, применяя способ Чебышева. 
Пусть функции $0, /о. (& (1), 0.) являются ортогональными функциями 
от & 1) и 6) Т. е. удовлетворяют условиям 


=0,; если], Е: 
= = = = или |р -Е 92 
Х У ралли, 0,» 0) Фоме» вю» 65) | ен ии 


ЕЕ, У 
Зв и |= 9 


1 Ко 


и связаны с предшествующими им функциями Фу, (& (1), &0»)) равен- 
ством 
озтоь (ид дн) = Бо Х 5 2 ии › 695) (3) 
л Л 
причем 
0/0 (51091) 24) =1. (4) 
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2. Для определения коэффициентов в умножим (3) на 9.1» (11), 4») 


и просуммируем по всем значениям }) и 7]. Принимая во вни- 
мание (2), получим 
1 Ко 
291 Е» . Е ОВ 
Я УР ЕР Фыиь ци» 205) 
(91,92) _ ЛЕ м 


, (5) 


$/1//» = Ка № 
> Уран. [ли (бл), 826-)) 
д=Е 2 =1 
причем, в силу (3) и (2), 
в № в № 
Х Ур ем, Бы = У р. Из Во филь (аби а»). (6) 
Д=1 =1 1 1>=1 
Введем теперь обозначение 
1 0 0 71/1/0 1 1 ... Го/92[0 
0 1 Г1/1/0 72/110 73/0/09 71/20 + Г1/ 92/0 
0 Г1/1/0 1 Г1/2/0 72 [1/0  Го/3/С . + Го/92--1/0 
099%) — Г Сумо Гузю Тао  Тзуаю Гиз +-- ГИоз+о (7) 
1 73/0/09 7Г2/1/0 Гз/1/0 74/0/09 Г?/2[0 ... Г2/95 [0 : 
1 71/2/09 Го/3/0 — Г1/3/0 721210 Го/4/0 -. + ГоО/92 42/0 
7019210 Г92[0 Го0/92-+1/0 7Г1/92+1/0 7Г2/0з/0 То0192+2/0 + + * Го/29э/0 


ГДе Го,/0./0 есть основной момент произведения двух статистических 
величин Х, и Х,: 


1 
а с Е 208: 
Гол /9э [о = > ”, 21/361 (91)203)- (8) 
1=1 
(91,92) 


Подставляя значения коэффициентов $//},” в (3) и пользуясь обозна- 


чением (7), получим 
0(@1,1)* 


ПАЗ (9) 


Фон/оз ($11) (9: — 091,93) —1 , 


(91,92)* 22 
где ры представляет определитель, составленный из определи- 
теля (7) путем замены в нем элементов последнего столбца величи- 
нами 


г, (10) 


(91,92) —1 
а 9 представляет определитель порядка на едипицу ниже чем (7). 
3. Коэффициенты а... уравнения (1) определяются при условии, что 
сумма 


2 „2 
4 5 В Ех . >) и) ё 


К Ко В: В. 2 

х “< > 
№ 78 271/92 | Г(1) 19:1 — № № 991/952 91/92 (161 60») (11) 
п=1 2=1 91=0 9>==0 


будет минимумом. 
Приравнивая нулю первые производные этого выражения по а4/о» 
и решая полученные таким образом уравнения, находим 
0(91.92) 


бы ор, (2) 
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‚92 
где о представляет определитель, составленный из определителя (7) 


путем замены в нем элементов последнего столбца величинами 
0, 7110/1› 70/111» Г1/1/1› Г2|0/1» Го/2/1у ++» Го/92/1 5 (13) 


причем К ь. 


9> 
гии = Х У У Раз 690) 30.) . (14) 


Л=Е 72=1 73=1 


2 Е ЖЕ 
4. Определив коэффициенты а. и функции 91/9» (81(1)› &2(:))› мы 
можем множественное нелинейное корреляционное уравнение (1) пред- 


ставить в следующем виде: 
0‘ 92) (0 (91,9>)* 


(Вл, Вэ) И © Чт» Е 
Поли = ра ю У 09-1 1091,03 ‚)° (15) 
91=1 92 =1 


В частности, останавливаясь на первом члене выражения (15), 
получим обыкновенное линейное корреляционное уравнение, выра- 
жающее связь между двумя статистическими величинами Х. и Х.: 


Г(д1)/- 1 == Гол 191). (16) 


Присоединяя второй член выражения (15), получим множественное 
линейное корреляционное уравнение, выражающее связь между 
тремя статистическими величинами Х., Х, и Х,: 


70/1/17 71/110 1/0 /1 
7 (у, дз) == Гиор) ы (5542) — Гол), (17) 
1 —^1/1/0 
или 
ФЕ Е О оо п о И р. 18 
Г) з) 1 = и — Яр Нк —6и. (18) 
1/1 = 


Если после этого присоединим третий член выражения (15), содер- 
жащий произведение &, то получим множественное корреляционное 
уравнение гиперболического вида: 


707 1/1 — Г1/1/071/0/1 Е 


7() а) == Гиор 1) 4 24а) — Ги/оба (дл) 


= 711110 
1 0 0 0 
0 1 7Г1/1/0 Г1/0/1 
0 71/1/0 1 Го /1/1 
Гиз 721110 Т1/2/0 Гуа | Киз — Рио” 
ку ТЕ а 
Ц 0 0 Г 110 1/1/0 
0 1 Г1/1/0 72/110 
0 71/1/0 1 71/210 
71/1/0 Г2/1/0 7Г1/2/0 Г2/2[0 


7211/10 — 71/110 71/2/0 


- 101) — 71/10) (49) 


2 
1—1! 1/0 


3 Известия АН, Серия математическая, № 4 
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2 
5. Найдем теперь основную ошибку —_— множественного нели- 
Е 
3 
нейного корреляционного уравнения (15), равную минимальному 
значению суммы 
#1 К Из 


а < (ит. ^з) 
бы, вы = ХХ У Раны 6 — ГО Фаи. (20) 


1=1 72=1 93=1 


Для определения коэффициентов многочлена (1), при которых 
сумма (20) будет иметь минимальное значение, необходимо положить 


д 
ры (9-=0, йу, 9-0; й2). (21) 


Решая уравнения (24), получим те же самые значения коэффициен- 
тов @/о,, какие были найдены выше (12). 

Чтобы выразить основную ошибку корреляционного уравнения (15} 
при помощи основных моментов (8) и (14), рассмотрим следующую 
функцию от коэффициентов а:/о, и некоторой переменной 1: 


из] Во Аз 


#5) 
$ (1, ад) = № » Ру 1193 ( (зб )/1)* . (22) 


Л=1=1 ]3=1 


Так как функция (22) является однородной относительно { и Чо 
причем степень однородности равна 2, то, применяя теорему Эйлера, 
получим 


въ 


9Ф (1, а аа | =) м д ь а т) 
2% (Е, тет _- РЕГ № № аи Я 9119 (23) 
дел 9—0 0“. 1 
для всех значений Ё и а, /о,. 
Полагая {=41, имеем 
С (1, Ч д/з) — лы. - (24) 


Принимая, далее, во внимание (24), находим, что при {=1 уравне- 
ние (23) сводится к следующему: 


9% (1, а 
2%, „в. — ( а } ‚) == 


ГИ а 


о 


= : уе (Ра, В 
=2% № УХ рии аз) (Бо — ол). (25) 


=! 1 1 
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Суммируя по всем значениям /1, о, /з и замечая, что при значениях ау1/д, 
определенных выше (12), величина %»,». достигает своего минималь- 
ного значения, т. е. представляет основную ошибку множественного 
нелинейного корреляционного уравнения (15), находим 


о (йа) Из 0(91,1з)? 


А 1 ых > 099» ыы ы — 


91=1 92=1 


В частности, основная ошибка обыкновенного линейного корреля- 
ционного уравнения (16) равна 


, к о 

А от = 1 — ол (27) 
я 10 : 

| о 


Основная ошибка множественного линейного корреляционного урав- 
нения (18) равна 


10 0 Н 
01 


71/0] 1 
2 
5 Я © 7; 1110 70/111 ыы 2 (^о/1/1—71/1/071/0/ 1} ет 
РЕ — д 10 0 —=1 —71/0/1 не = 
ы 10| |014 № ре 
ми 1/10 
0 71) 1/0 1 
2 2 
А 1/1 + 70/111 — 2/111/0”1/0/170/1/1 


(28) 


1—1 11/0 


Подобным же образом основная ошибка множественного корреляцион- 
ного уравнения гиперболического вида (19) равна 


р 
63.12 

о = ТГ1/0]1 
53 1 — "1 


(Ролл — чоРцон 


2 
Ца = 71/10) ("лил — Гаю”) 7 (71 уею — то/110 71/10} (оу — 71/1/0710) 


(29) 


р 2 2 2 2 
(1 — 1/10) [(1 — гзуаю) (7оуело — "зло — 1/1) — (1/2 — 72/1/07 1/1/0)*] 


6. Для упрощения вычислений корреляционного уравнения (15) 
выразим его в ином виде. С этой целью введем обозначения: 
3* 
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2 2 
и =1 — 711, 6 = Га/ю/о — Гь/о/о — 1, 
|2 = Г1/2/0 — 72/1/0 71/1/0› У? — Го/з/о — 71/2/0 Г1/1/0› 
= Гиз — Рю Ро Ув == изо — лю Рю — ал, р (30) 
Та = Г2/1/0 — Г1/1/0 Гз/0/0,› э = 7212/00 — Г! 2/0 Гз/0/0 — к | 
{5 = Гз/1/0 — Г2/1/0 Гз/0/0 — 71/110, о = Коио — Раю 4, ) 


1 = 7о/1/1 — Г1/1/0 71/01 
Г. — 71/1/11 — 7Г2/1/0 Г1/0/1у (31) 
03 = 72 [0/1 — 7Гз/0/0 71/0/41) 
4 = Го/2/1 — Г1/2/0 Г1/0/1 > 


а И Е 
С2 = 11/5 — 1214» 65 — 711 — Тат, | (32) 
сз= 1118 — 14, ею — И, 

4: = 1165 — 1581, 

4. = 1183 — 1:51, (33) 


д к 
@з = {16а — 191 - 


Применяя эти обозначения и ограничиваясь -первыми пятью членами 
выражения (15) для случаев, когда 1, <=2, й,<2, мы можем множе- 
ственное нелинейное корреляционное уравнение привести к виду: 


6 я 
(лид) = Гиор (1) г (6203) — Глоба) Е 


1 ГЕ > > у = 
с 131 (91)52(93) — 72/1/9191) — Гуа т (65 — 71/1/0611) ] Е 
с: а: | 
с» 4» =? 14 
т 2 Е — 73/001) — 1 к (554») — Гаю 61) — 
Со сз | 


С р. . я У 
— в 1088 — "ешо — Рио — 1 (6) — го) НЕ 


с: с. 4, 
се: 5 
са с5 4: я Е 1? (я 

та (в — Рызю а) —1— ть (26: — Риц) — 
Обь 

64 65 в 


С4 
=. [Ва5ба — тым бо — "1 — (ыоы — лю) | ыы 


2 
= [бо — Тзиолов1л) — 1 — ы (54+) — Гуно) — 


с 


о баб») — Риш — т лю (д пише) |) (34) 
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с основной ошибкой 


се а: 
и 5? 4? с, а, |? с» сз @> | 
3.12 2 1 1 ека | 4 са 
—5- =4 — 7/1 = = а 5 (35) 
сз 1 ТаС1 С: с | 2% | С1 С> С 
1 
Со Сз | е р *| С2 Сз б5 
5 | 64 С5 Св 
Ленинградский гос. университет. Поступило 
15. 1. 193% 
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А. МТВОРОГЗКУ. ОХ ТНЕ МОТЛТРГЕ МОХ-1ЛМЕАВ СОЗВЕГАТОХ 
ЕОПАТОМ$ 


ЗОММАВУ 


]п 1Ъе ргезейб рарег 4Ъе ше о о! Тефефусве! 13 аррпе@ №0 Фе 
гергезепфамоп о{ Фве шире поп-Ппеаг соггеайоп еЧаайопз Бу \е 
ро]употта1в. 

Тве шаре поп-Йпеаг соггеа оп едиайоп ехргеззшя фе 4ереп- 
епсе оЁ 4Ъе зфазЫса] уаглае Х., оп \е фа $Иса] уаг1а ез Х, апа Х, 
13 0# Те 1огт 

дает Вз О(1 ‚9з)() (91, 92)* 


„ип ея р > < 91,92 Х 91,92 
(р). Ч) — 0(9159)—1 (0 (91,93) 


91=1 92=1 
Уи 1Ъе збапЯаг еггог 
„па? 1 1 (91,9)? 
°3.15 нехУрьУ Они 
ЕН м4 0919) (91,93) 2 
ь 91=1 95=1 


зВеге г) 13 1Ве соп@Илопа] збапдага тотшепь оЁ Ве збазса1 
уаг1а]е Х., ип4ег \\е аззитрЫоп \№а$ Фе зёазса] уаг1а ]ез Х, апа Х, 
аззите гезресыуе]у 1Ъе узез &(1) ап4 &,(;.); 091?) {5 1ре деегти- 


папь (7); 091.7) ап 091.7” ате ЧЪе Чеегттатз Ююгшед тот бе 
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дефегиитап® (7) Бу гер1асше 4Ъе е]етепфз о! \Ъе 1а56 со]ати Бу (13) 
апа (10) гезресйуе1у; ИпаПу, 99-113 4Ве дейегттапь обате4 тот 
Те 4ебегииштат$ (7) Бу отцИпх Ще 1а55 гом апа Ве ]азё соатп. 


]о Че 1азё зесмоп о{ Фе рарег аге злуеп !огиае сопуешепф {ог 
сотпрщайопз. 
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ВОГГЕТ!М ОЕ Г’АСАОЕМ!Е ОЕ$ 5С1ЕМСЕЗ$ ОЕ 1/0 855 


Серия* математическая Земе та тетайаие 


А. А. ЛЯПУНОВ 


ОБ ОДНОМ СВОЙСТВЕ 55-ОПЕРАЦИЙ 
(Пр2дставлено академиком А. Н. Колмогоровым) 


Выделяется класс д5-операций, относительно которых инвариантны 
некоторые семейства проективных множеств. 


Рассмотрим классы множеств, получаемых следующим способом: 
А, суть проекции униформных СА‚_:('), СА„ суть дополнения 
к А), В» суть множества, являющиеся одновременно А’ ‘и СА, -мно- 
жествами. Легко видеть, что А„ совпадают с совокупностью взаимно 
однозначных и непрерывных образов СА,„_:. Недавно М. Кондо (?) 
показал, опираясь на процесс указания точки в С А-множестве, данный 
П. С. Новиковым (3), что классы А», СА. и В. соответственно совпа- 
дают с классами А,, СА, и В,. Однако для высших классов аналогич- 
ного результата лу —ь не удается, в виду того что мы не умеем 
указать точки даже в произвольном непустом СА,-множестве. 

В виду этого представляется интересным изучить некоторые свойства 
множеств А», СА, и В». Повторяя рассуждение В. К. Серпинского (!), 
можно установить, что семейство В„ множеств инвариантно по отно- 
шению к операциям счетной суммы и счетного пересечения. 

В настоящей статье мы имеем в виду выделить класс 65-операций (“), 
относительно которых семейство В„ инвариантно, и дать некоторые 


приложения этого результата. 
Для случая А„-множеств аналогичная теорема установлена Е. М. Ле- 


венсоном и Л. В. Канторовичем (*). 
Если М есть некоторое множество точек бэровского пространства, 


то 85-операцией с базой № над системой множеств, взятых в опреде- 


ленном порядке 
й 1 
ее (1) 


называется операция 
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+ 
Мы напомним. два бпределенияз данные Канторовичем и Левен- 


соном. 

База называется полной (сотр!ее) и обозначается №, если в нее 
нельзя прибавить ни одного элемента бэровского пространства так, 
чтобы, какова бы ни была система (1), результат операции остался 
неизменным. Канторович и Левенсон показали, что для всякой базы 


можно построить эквивалентную ей базу №. Это делается следующим 


образом: база М№ состоит из всех тех элементов пространства Бэра, из 
знаков которых при помощи вычеркиваний, перестановок и повторений 
можно получить элемент первоначальной базы. 

База называется приведенной полной (гедисе@ сотр1ее) и обозна- 


частся Л, если она состоит из всех элементов 
М (и Пе...) 
некоторой полной базы таких, что 


И < < соо < Фа Боь 


или 


п <п.<... <П=ПЬа= ... =Пт= ... 
Приведенная полная база М имеет следующее очевидное свойство: 
Пусть х есть некоторая точка. Рассмотрим совокупность всех мно- 

жеств последовательности (1), которые содержат точку х. Пусть это 

будут 
Рос Вы бо, (2) 


причем взаимное расположение этих множеств в строчке (2) будем счи- 
тать таким же, как и в строчке (1). Выпишем теперь их номера в воз- 
растающем порядке, причем, если этих множеств только конечное число, 
то последний из номеров повторим бесконечное число раз. Пусть это 
будет 


п; (2), п (2)... ПИ 


Готда точка х входит в результат 65-операций в том и только в том 
случае, если элемент боровского пространства у == (п, (1), п (=) 
ы —- ЕКО 
с.) п, (2), ...) входит в М. 
ТЕОРЕМА. Класс В, иива 
МА. А. зари сякой с 
т о риантеи относительно всякой 65-операции, 
Оля которой № входит в В». 


Доказательство. Пусть 1[ есть некоторое тело множеств 
бэоровского пространства Лу и 


© = {Е»}, п—1 33 
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есть некоторая счетная система множеств, входящих в М. Мы построим 
следующую функцию: 


Уе (+) == (п, (2), п» (+), о ПА (*), >> . 


где числа пл (1) имеют тот же смысл, что и выше. Функция у.(х) опре- 
<, 
делена на множестве У); Е», которое очевидно входит в М. Обозначим 
п 


через бт интервал Бора, соответствующий кортежу п/, п», ..., Пь. 


... П 
2 К 
Мы покажем, что лебеговские множества 


Е [У (х) (= т 


всегда входят в М. В самом деле, если 


< р ось ) 
или у (А) 
< И < сое < ИЕ ке т, ) 
то 
= 
Е [Че (1) Сбтм,...п,] = П Е, — № Ва. (3) 
#1 ат, п,, Пу 


а<п); 


Если же ни одно из соотношений (А) не выполнено, то 
Е [У (5) (= бить. ту] ==, (4) 


Из формул (3) и (4) вытекает справедливость нашего утверждения. 
Обозначим через Ч г Множество всех точек (95 И (=)) пространства 


А реа 


Из того, что семейство В„-множеств инвариантно относительно счет- 
ных сумм и пересечений и /Л‚„ гомеоморфно пространству Бэра, следует 
что если за М взять семейство В„-множеств, то и Ч» войдет в это 
семейство. Очевидно 4, униформно относительно /, и его проекция на 


У 


7: есть УЕ». Пусть теперь М№ есть иекоторая приведенная полная 
© ть 


база 05-операций азия. Тогда 


Ф; (©) = Пу [4е (их М), (5) 


где через П.М обозначается проекция множества ЛМ на Л). 
1. В самом деле, пусть 


СФ; (6). 
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Тогда, в силу того что М есть приведенвая полная база, 
у (2) = (п, (2), п (2), ...› ПЕ (1), .’. 5) 


ы 


есть элемент множества №. Но 


у (2) = ув (2), 


нра лась расе 4 Брнксы о = ща. 


поэтому точка 
(т, У (2)) ее Ч: 


Очевидно, далее, что 
(2, у (2) © Л Хх М. 


Следовательно, 


22 П. [92 (1х М], 


Фу (6) СИ, [9р - (7х М]. 
2. Пусть теперь 
#2 1. [92 - («Хх М], 
Тогда во всяком случае 
(у ул, 
или 


упс М. (В) 


Но 2С_ Е», если п» есть один из знаков функции у. (5). Поэтому 
© 


ет ПЕ п; 
р: 
где п» прооегает все знаки последовательности у. (5). 
© 
В силу (В) 
= ПЕ, 
ем п СУ 

т. е 


п. (Че ы (1.хМ)) = Фу (©), 


что и доказывает справедливость формулы (5). 


Из формулы (2) легко получить доказательство теоремы. В самом 
деле, множества 


Че [= Хх М] и 942. [Л Х СМ] 
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являются оба В„-множествами, униформными относительно У/,. Проек- 
ция каждого из них есть А„. Однако функция У›(2) была определена 


для всех точек множества У Е„. Поэтому сумма проекций этих мно- 
т 


жеств на Л, есть некоторое В». Следовательно, каждое из них есть В». 
Этим теорема доказана. 


Для случая (А)-операции М есть А-множество. Для случая 
В(СА)-операции, т. е. В-операции над 65-операцией, эквивалентной 
С А-операции (5), № во всяком случае есть А›-множество. Оба эти 
обстоятельства установлены Левенсоном и Канторовичем. Поэтому все 
семейства В„, п> 3, инвариантны относительно А и В(СА)-операций. 
В частности, мной было показано(б), что В-тело, построенное на А.- и 
С А,-множествах, входит в класс Вз множеств. Теперь можно утвер- 
ждать, что минимальная система множеств, инвариантная относительно 
В (СА)-операции и содержащая все А,- и СА,-множества, также входит 
в класс Вз множеств. 

Тем же методом легко показать, что если М№ есть С А-множество, 
то Фу (©), где & есть система В-множеств, обязательно является 
С А-множеством. 


Математический институт им. В. А. Стеклова. Поступило 
Академия Наук СССР. 23. У. 1939. 
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А. ТЛАРОСХОЕЕ. $0В ОМЕ РВОРВТЁТЕ ПЕЗ 65-ОРЕВАТЮХ$ 
ВЕЗОМЕ 
№ цз арре!опз епзет ]ез А» 1ез ргодесмопз 4ез епзетез САи_: ит- 
Готтез. Гез сотр16тепфа1гез 4ез епзет ]ез А» з0пё 4ез епзетез СА»; 
]ез епзетез Чи! 301 еп шёште 1етрз Чез епзет оз Ль её СА» зоп 
4ез епзеш ез В’. 
№13 46з1ептопз раг М ]а Ъазе гедице её сотр е (Фе гедисей сот- 
р1езе Ъазе) име раг 1.. Капцогоу1еь её Е. Геуепзоп. №05 абтоптопз 1е 


\богёше эзуап: 
ТНЕОВЁМЕ. Га {атШе ае$ спзет Ме; В» сё атоатате раг таррот 
а сладие 88-орёгайоп 4е Наиз4ог] с Койтового}}, 4опё а фазе № се5ё ип 


епзстИе Въ. 
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П 30% 4е се Швогёше ачае 1а раз реше 1атШе 4’епзет ез, ди 
езф шуаг1апе раг гаррогё аих орёгаМопз А её С оц, р№з з6пбга]етепь, 
раг гаррог& А ’орёгамоп В (СА) её Чи! сопмепё 03 1ез епзет]ез А» 
её СА, езф сошепие 4апз 1а {ашШе 4ез епзетЪ]ез Вз. 

П е56 а1з6 4е Четотитег раг ]1а шёте шефо4е аие з1 ]а Базе № езь 
и0 сотр\6бтешаше апа]уйаче её {ЁЕ„} езё ипе ЁатШе 4’епзетЪ]ез шези- 
га]ез В, |’епзете Фх, ({Ё’„}) езё 4е шёште ип сотр16тепаге апа]уйдче. 
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Серия математическая Зеше та{петаНаие 


Н. С. СМИРНОВ 


ПРИМЕНЕНИЕ РЯДОВ ФУРЬЕ & РЕШЕНИЮ ИНТЕГРАЛЬНЫХ 
И ИНТЕГРОДИФФЕРЕНЦИАЛЬНЫХ УРАВНЕНИЙ 


(Представлено академиком ©. Н. Бериштейном) 


В работе изучается при помощи операции свертывания вопрос о ре- 
шении интегральных и интегродифференциальных уравнений, ядра 
которых представляют собою линейную функцию их аргументов. 


В настоящей статье рассматривается класс интегральных и интегро- 
дифференциальных уравнений, ядра которых представляют собою лнней- 
ную функцию их аргументов. К уравнениям с ядрами такого типа 

7 


неоднократно применялся интеграл Фурье (1 *3). Ряды Фурье здесь 
применяются впервые. 


$1 


Многочисленные применения интеграла Фурье к решению функцио- 
нальных уравнений основываются на понятии о «свертывании». Сверты- 
ван. ем двух функций Ё, (2) и Ё. (<), суммируемых со своим квадратом 
на всей вещественной соси х, пазываетея интеграл 


+ со 


—© 
Замечательным свойством свертывания является то, что преобразование 


Фурье 


при весьма общих предположениях о Г; и К, (4) дает, если мы приме- 
ним это преобразование к свертыванию РГ, (2) * Г, (7), 


= со со 
еле (2—9) 2, (©) 48 4т == (Ра (2) * Е» ()} = 
ЗИ —©< ж 
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В качестве примера применения свертывания приведу решение функ- 
ционального уравнения (интегрального уравнения первого рода) 


= к #29004 (1) 
где | (2) — заданная функция, рт которой 
а 24ах<М, М=еопзв, (2) 
К (1 —) — ядро и уравнения (1), причем 
й К (®) 24% < М, М, =с0п8. (3) 


Поставим себе задачу отыскать функцию 0(®), о которой будем пред- 
полагать, что она удовлетворяет условию 
+09 


\ (Ра М», М, = совзь. (4) 


О функциях /}, К, 0, удовлетворяющих условиям (2), (3) и (4), будем 
говорить, что они принадлежат 17, т. е. `^ 

1Е 12, КЕГР, ПОЕГЛ. 
Легко видеть из (1), что 

1 (2) = К (2) *0 (а) 612. 


Предположим также, что 


+ со 
(= = \ (в) агЕ1, (5) 
т.речто $ 
В НОВ 
\ | ее ах | 42 (6) 
конечен. узы 


Теперь можно переписать (1), сделав над ним преобразование Фурье, 


так: 
9] =6 (К (2) *0 (1)}. (7) 
Делая обратное преобразование Фурье * 
+ о 
Ре ' 1 1%: и ы 
уе: | #9) 4 (8) 
над обеими частями (7), получим 
: ь в 
[(г) = К (2) бы | 02 (2) 43, (9) 


причем иитеграл в правой части абсолютно сходится, так как, по пред- 
положению (6), $ (5) Е Гл. 


т 


* Равенства (5) и ($3) понимаются кан равенства, справедливые почти везде, 
т. е. они могут быть несправедливы на множестве меры нуль. 
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Предположение (9) будет доказано, как только мы докажем, что ИЕ />. 
Обозначим $ {К} =Ё (2) 612, ${0} =и (2) ЕГ?. Непосредственной под- 
становкой легко доказывается равенство 

+ со 
1 с 
К (1) * 0 (х) = ее \ А (<) (За) (10) 
—©< 
причем, так как КЕ/? и иЕ/[^, то К(2)-и(2)Е[л, почему последний 
интеграл абсолютно сходится. 

Приравнивая (9) и (10), по хорошо известной теореме об един- 

ственности преобразования абсолютно сходящегося интеграла Фурье, 


получим 
$ (2) = (2) - и (2), 
т. е 
Л =5 {К} - 5 {0}. (11) 
Функции / и К даны, следовательно известны и величины & {1} 
и 5 {К}. Из (11) определяем неизвестную величину % {0}: 
А $0} 
Для того чтобы 0\(2) Е Г2, достаточно, чтобы $ {И} ЕГ^, т. е. чтобы 
\ и : 
15 ® 
был конечен; другими словами, необходимо, чтобы 
81} 
ЕТ 2 
(к) ‚. 


Таким образом имеем следующую теорему: 
ТЕОРЕМА 1. Интегральное уравнение (1), где 1Е 17? и КЕГ», имеет 


суммируемое со своим квадратом решение, если ${ДЕШ и а 
Это решение дается формулой 
$] И И 
т АЩИ бо д. 13 
0) =5-1 [5 к} = ть (13) 


Эта формула, при более жестких условиях, была получена автором 
еще в 1934 г. и была доложена 2-му Всесоюзному съезду математиков (3). 
Замечу, что условие (12) является аналогом условия Пикара существо- 
вания решения у интегрального уравнения первого рода. 


$3 
Аналогично понятию свертывания, определенному для функций, 
принадлежащих 12 ( — со, ©), можио ввести понятие о свертывании для 
функций, определениых на конечном отрезке. Для определенности рас- 
смотрим отрезок (0, 1). 
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Определим свертывание так: 


Е: (в) * В, (в) =: В, (2—1) 2,944 (0<2<1). (14) 


Здесь ЕЁ, (2) и ЕР, (+) — функции вещественного переменного т, 0=5=1 
вещественные или комплексные, удовлетворяющие условию, что инте- 


гралы 


1 
1Р, (®) 245 и } 1 (о). *а° 
о 


с —.= 


конечны; запишем это так: 
ВЕй АБ ЕР. 

Свертывание (14) обладает замечательным свойством, аналогичным 

ранее установленному понятию свертывания. Для того чтобы показать 

это свойство, введем еще следующее понятие: обозначим через к {Е (2)} 


преобразование 
$ 
и (Е (2) = \ о Ета 0 Но (15) 
0 


Приведем общеизвестные теоремы: 
Теорема Л. Есш Е (1) Е 172 и нам дана система равенств 
1 


Зе (Ра) = (е-оР(даз (в=0, 1, 2,...), 


0 


710 спрассдливо равенство 
+ со 
о 
Ро) = У 5 (Е) ве, 
В=—с< 


причем этот ряд сходится в среднем. 
Теорема В. Если Г (5) Е 17, то всегда имеет место равенство 


} (2) а= = > ва 


Докажем теперь основную теорему. 
ТЕОРЕМА 2. Если Е, ЕГ?, Е.Е Г? и Е, * Е, Е ГЛ, то 


бт (Е * Р»} == бт {Ел} + 8 {Е} (т=0, 1, 2,...). 
Доказательство. Так как Г, *Р, ГЛ, то по теореме А имеем 


Е *Ё. = № $» (№, * Е} е пай, (16) 


причем этот ряд сходится в среднем. С другой стороны, так как ЕР. ЕТ», 
то опять-таки по теореме А имеем 


Е, = У $ (Е,} ета. (17) 
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Кроме того, функцию К, (|2—{|) можно разложить в ряд Фурье, кото- 
рый сходится в среднем 


ы 5) 
Е, (||) = № $» (Е\} еек. (18) 
В=—с< 
Здесь 
1 
бы (Е = | К, (о еб Чо. (19) 
0 


Умножением (18) на е-?7И® 4% и интегрированием в пределах (0, 1) 
сразу же получаем (19) в силу ортогональности и нормированности 
функций ет. 

Подставляя в (18) х—Е вместо ®, получаем 

+ со 


а--]) = ХЗ ети со. (20) 


К=—©< 


Вставляя выражения (16), (17) и (20) в равенство 


получаем 


+ оо 
2 — 
НЕ, = Ола А Ио — 
&=—© 

1 +5 оо 
= Е эти (х— ее ПИРА ИЕ 
=} Х 5 рее-ь. У биение. 

0 и=-о 1=—с2 


Написанные здесь ряды сходятся в среднем, почему мы можем почленно 
интегрировать выражения, стоящие справа *, что дает 


со оо + со т 
р о = 
К=— со Е=—с0 [=-—© 9 
+ со 
с А 
= У в - баре. 
=—© 


- 


Умножая левую и правую части равенства на е-?7"х 4х и интегрируя 


в (0, 1), получаем 
т (ЕЁ, * Ро} = $т (Е 1} * бт (Ёо} Я (и=о0, ЕК 2...) 


что и требовалось доказать. 

Теорему 2 следует положить в основу решения функциональных 
уравнений, ядра которых суть функции модуля разности аргументов. 
Разберем несколько важных приложений. 


* Доказательство закониости интегрирования ; почленио ряда, сходящегося 
в среднем, см., например, в книге И. И. Привалова (°). 
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$ 3. Решение интегральных уравнений первого рода е ядром К (2—1) 


Рассмотрим интегральное уравнение первого рода 
Не) = | К) и (94 (0=#=1). (21) 


Здесь / (2) Е 1, КЕГЛ (0, 1) — заданные функции, а и ($) — искомая функ- 
ция; для определенности, как и всюду, взяты пределы (0, 1). Легко 


распространить этот же метод решения на уравнения типа 
[о 


1(=) = \ К(2—#) и (42 (а=5=<5. 
а 
Сразу видно, что равенство (21) можно переписать так: 


1 (=) =К*и, 


и так как / (2) 672, то КжиЕ1[>, поэтому, предполагая (что обусловим 
ниже), что. Е 17, имеем 


$ {1} = 54 {К *и} = 5 {К} - 5, {Ш} (#=0, +1, 2....). 
Величины %» {]} и 5» (К} нам известны, откуда легко вычислить %л {и}: 


ша и-оЬНо,...). (22) 


Теперь восьма^ легко доказать следующую теорему: 
ТЕОРЕМА 3. Интегральное уравнение (21), у которого } Е 12, КЕГ>, 
имеет решение, суммируемое со своим квадратом, если сходится ряд 
+ со 


я 580 
ыы (2) 


Доказательство. Коэффициенты разложения функции и (в ряд 
Фурье, очевидно, равны 5, {и}. Они даются равенствами (22). 
Если сумма квадратов коэффициентов Фурье функции и* (2) сходится, 
+ со 
г ЧН *\ 
т. е. если сходится ряд 2 5, (и*}, то функция и* (2) разлагается 
А=-—со 
в сходящийся в среднем ряд Фурье 


Ч со 


р а №] ое 
ц* (&) = № бк (6% ея, 
=—< 
Остается показать. что ряд 
го> м 
бл {7} она 
= ВУ {К} 


является решением уравнения (21). В самом деле, подставляя этот ряд 
в равенство (21), имеем 


Хх №1 с 
И) — \ К ([#—&]) № я, т ет [Е — р о \ К (шее) 625 ТЕ 
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Делая замену переменных в интегралах, стоящих справа, и полагая 
х—&—0, получим 


< ВУ {7} \ РК Рех баттла 
1(<) = — № тие \ К (||) ей . ея фо = 
в=— 5% в. х 
= со 1 
Г] у 
‚А би РЕНА Е = ФЬ 
г - беиеАЕАЕИ” (76) | ее аа (21) 
=—00 | 0 
так как 
х—1 1 
г. \ К (| |) ет до = \ К (|® |) ет о, 
х | 


ввиду того что функцию К можно периодически продолжить на отре- 
зок (—1, 0). Равенство (24) теперь перепишется в виде 


+ со 
1 (&) = > би {В} е7йх, 
&=—< 


что является справедливым, согласно теореме А. 
Таким образом мы доказали, что решение уравнения (21) предста- 
вляется в виде 


причем этот ряд сходится в среднем. 
Изучая равенства (22) 


нк А 


получаем следующее предложение: 

ТЕОРЕМА 4. Если 5, {К} = 0 при всех целых значениях К, то ядро 
К (|#—Е|) — полное и уравнение (21) имеет не более одного сумми руемого 
со своим квадратом решения. 

Доказательство. Если 5» {К} = 0 при всех целых А, то коэффи- 
циенты Фурье (22) функции и (&) однозначно определяются. Если ряд (23) 
сходится, то уравнение (21) будет иметь решение, если же этот ряд 
расходится, то решения, суммируемого со своим квадратом, уравне- 
ние (24) не имеет. С другой стороны, это эквивалентно понятию 
полноты ядра К {|5—|}. Таким образом, условие 5, {К} Е 0 при всех 
целых К есть условие, достаточное для полноты ядра К (|2—Е]|). Но 
легко показать, что это же условие является необходимым для полноты 
ядра К (|х—Е)). В самом деле, пусть хотя бы одно из значений А =*, 
т, е. \», {К} =0. Тогда решением уравнения (21) будет служить выра- 


\кение 


+ оо > т 
<’ бк {7} сх 4 (С е?ах, 
я 1 
— и 
где С— совершенно произвольная постоянная. Здесь суммирование рас- 
пространяется на все целые К, кроме К=й*, что отмечено штрихом. 


4% 
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Таким образом, вопреки доказанному, уравнение (21) имеет бесчи- 
сленное количество решений, откуда заключаем, что для полноты ядра 
К (|+—Ё|) необходимо, чтобы 5» {К} =0 при всех целых К. 

Следствие. Если 5, {К} = 0 при всех целых К и при ] (т) =0, то 
решение (21) тоэсдествеиио равпо нулю. 

В самом деле, если /==0, то %,(}=0 при всех значениях 0, 
1, +2,..., откуда, в силу 5, {К} 0, будем иметь 5, {и} =0, что 
доказывает утверждение. 

Если некоторые 5, {К} =0 и при этих же значениях К некоторые 
$, /} = 0, то ряд (23) расходится. 

Наконец, в случае, когда некоторые из 5, {К} =0 и при этих же 
значениях А $5, {}} =0, величины %,({и} будут неопределенны и, следо- 


вательно, решение (21) будет неопределенно и представится в виде 


- со 
/ 
8 — Г о эти *Е 
9 - У ета Уно 
В=—оо К * 
где К*— те значения №, при которых %,.{К}=%,. {} = 0, а штрих 
у суммы показывает, что она распространена на все целые значения К, 
за исключением К =^А*. Здесь С». — совершенно произвольные постоян- 
ные. Таким образом уравнение (21) будет иметь бесчисленное множество 
решений. 


$ 4. Решение интегральных уравнений второго рода с ядром А (|5—у)) 


Рассмотрим интегральное уравнение второго рода 
1 
и (2) = \ К (|х — 9) и (у) Чу-Е 1 (х). (25) 
0 


ТЕОРЕМА 5. Если |617 и КЕГ? и если при всех целых зпачениях 
0, 11, 12.... 
1—1%, {К} +0, 


то интегральное уравнение (25) имеет одно решение Е Г». 


Доказательство. Рассмотрим функцию 
со 
\ $ь {1} 
а 
— 11—75, {К} 


К=—< 


ф (*) == сх, (26) 


причем этот ряд сходится в среднем, так как по предположению 


1—^5, (К +0 (К=0, +4, +2...) 
| 


-Г со 
и так как ряд № $, {1} сходится в силу того, что /Е[72. Таким обра- 
В=— со 


зом Ф(5) Е 12. Покажем, что Ф(т) является решением уравнения (25). 
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В самом деле, подставив Ф (2) в равенство (25), получим 
со 1 + оо 


И Е 
Е е?тайх — |. (12—95 Ут 6? иуау- } (х) м 
+ со 1 
^^ о К (е—у1 е=ймау +7 (2). 
= ь 


Последнее справедливо в силу того, что ряд (26) сходится в сред- 
нем, почему можно меиять порядок суммирования и интегрирования. 
Умножая последнее равенство на с-?7йих 4х и интегрируя в (0, 1), полу- 
чим в силу ее и нормированности функций ес ?7'тх 


я! 
$1 {7} нь 
= а = \к (5—9) етиче тт ду дх--%„(). 
0 


Двойные ее стоящиз под знаком суммы, легко преобразовать так: 


т 1 х—1 


\ Кд уе ду Е \ а НЫ \ Ао е- ааа = 
оо 0 Хх 
1 1 
= \ е-?ттх о?тИх \к (] Гб) |) 6-1 И® 1 ах = 
0 : 0 
1 
ГВ ана [ ду 


0 
Таким образом получаем равенство 
бт {7} ь бт {7 бт {К}, {7 
1—5 (К} — 1—1 и} Е би 
представляющее собою тождество. Таким образом получаем, что Ф (5) 
является решением интегрального уравнения (25), т 
чи ЕЛ”. 
Покажем теперь, что это решение единственное, принадлежащее /-. 
В самом деле, допустим противное, т. е. что существует функция ТР (5) =Е 
Е и (2), удовлетворяющая уравнению (25), и (5) Е [,2; тогда 
т 
(= А (К (2—9) (9) 4+ 1). 
0 
Помножим 0бе части равенства на е`”"“4х и проинтегрируем 


в (0, 1); получим по основной теореме 
т 


9, =х | кг Ур Ч (9) дует ае + 5, {= 


оо 


= {К} 5} +80} 


ИИ — бт {1} (т=0, 1, -2,...) 
О У 1—8 {К} ) р ве х-о ) 


или 


„(Е = {и} А И 
откуда следует, что 
У) ==). 
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$ 5. Решение интегродифференциальных уравнений 


Рассмотрим интегродиффереициальное уравнение типа 


т ® 1 
® аи (т) < \ > аи (1 у) 
а = Киа Чу. 27 
Не У дьеь = ЖУКИ (27) 
&=0 |—=0%0 
Здесь {6-72 КьЕТ (1=0,4,2, ... рп), Аб, ке узАт-—мостоянные чиела. 
Зададим, кроме того, значения и, и’, и",... ;Н(-О, тде г == тах (п, т), 


приеО ирис 
в (оао ра (08) 
и одет 
Помножим обе части уравнения (27) на с-°7"?х 4х и проинтегрируем 
в (0, 1); получим 
т 1 а п №1 т 
9-Е У ь | ети Ук: (2— ид етенья чуда = 
ау 
о 


ах” 
й=0 0 }{—=0 


2 


1 

7 

\ Чи (у) \ К (1% — у) ет! ах Чу 
0 би | 


> 


и по теореме о свертывании 
1 1 


5 У Ак еее (де = У, (КО | ету и (у) у. 
0 


®=0 1=0 0 


Интегрированием по частям получаем формулы: 
1 1 
\ е-2трх ц(®) (=) 4х = [ей рх и(®—=1) (%)5- 2=р \ е-2рх и(и—1) (х) Дт -—= 


0 0 
1 


га [72а 1) (х 2) а 2=р [ег этархи(®—?) (2) -- (2: р)? \ е-Рхи(®-?)(х)ах =. 


0 
1 


К 
=> (2=р)ч- [и®-9 (1) — и -9 (01-Е (2=ёр)* \ е-*т'рх и (2) ах. 


0 
Подставляя полученное равенство в предыдущее, получаем 


5, оу (Хенри + [иск -Ф(4) — шк (0)} + 


@=1 


1 
+: (2тёру* (е-йрх и (+) а) то \ е-*рхи (т) 4х = 
0 


| 
№: 
ся 
=> —>,. 


1 
$ (У очру- ие (1) — иа-о (0) 


т 


1 
1 


1 
4+ Фр)! \ ета и (5) а) 48. (К: \ е-рх и (2) ат. — (29) 
0 


> 
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- + 
Обозначим 


Из (29) получаем выражение для %» (и} в виде 


© = 
Ор {и} == 
т К 


т | 
„(НУ АУ (2тер)т [и (1)-— м0) Хи} Ут ри 1)-— и 90 
Е [=1 а=1 


1" 


ть 
\ - в . : 
>15, Ки (2=р)' — У] А, (2=ёр)\ 
1=0 &=0 
(р=0, = 4, -Е 2, ...). (30) 
В правой части последнего равенства стоят известные величины 


8,0, Ак, %„(Аю), и) (0), и (1). 


Уравнение (27) будет иметь решение Е //?, если ряд 


ЕЕ 
У $? [и} 


сходится. Тогда решение (27) будет представляться в виде сходяще- 


гося в среднем ряда 
+ 


со 
и (т) = бр (1 еР, в 
р=-—со 


| 


где 5, (и} даются равенствами (30). 


$ 6. Одно из возможных обобщений теоремы о свертывании 


В 52 свертывание было определено так: 
1 
| | = р 
Ра (2) * Е, (1) = \ Е, (2—1) 6,(94: (0<2<1. 
у 
Пусть Е, Е Г? и Р,ЕГ? и, кроме того, наложим на КР, условие, что 
Е, (1—У) и ЕЁ, (5) =ЕР, («+ 1) для —1<0=<1. 
Тогда, как легко видеть, будет справедлива теорема 2 о свертыва- 
нии, а следовательно, и все остальное будет справедливо для такого 
типа ядер. 


$ 7. Приложение рядов Фурье к решению нелинейных интегральных 
уравнений 


Можно сделать такое обобщение понятия о свертывании: пусть 
даны функции 
- р 
ИЕ и, НЕ а Ниче (32) 


и пусть для значении —п<=х=<п 


В) =, (2-4). 
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Назовем свертыванием функций (32) п-кратный интеграл 
У И о во Зри 
1 
АЗ кем - с. 2) Е, рада бы 89) 
0 


0 


ПОВ ©. Об ЕЛЬ ЕР ноя 
о (62°, ИО 


(2 м АЕ 
и (Е: * В *... * Ри} = би { 


Я те” еб Ви 


1 сх. 

Е} О А . би Ра} 
(т=0, 1, +2, Ро (34) 
Доказательство этой теоремы вполне аналогично 


доказательству 
теоремы 2. Опираясь на эту теорему, легко доказать такую теорему: 


о 7. Интегральное уравнение 


Е 


==> 
=_= 


‘35) 


` 


и которого | Е Е. КЕГ? и К(5)=К (5-1) при 


—п<о=ж<»тп, имеет 
не более чем счетиое число решений 


‚ выракаемых формулами 
+ со 


Ж (= — а ей (К=1,2,,...,П), 
где 
] К а | 
а® = я и: О 


п значений корней п-ой степени, если ряд 


|190} 

$(К} (36) 

сходится. 
Доказательство. 


Пользуясь равенством (33), представим (35) 
в виде 
1 Аа аи 


Имея в виду (34), получим 


ба ПА О о. 


т ИИ 
ыы И = фо а...) 


эт | 


Различные значения этого корня, имеющие один и тот же модуль, 
обозначим. через 


откуда 


(1) (2) (т) 


Я т › ИАС] тп. 


Так как по (36) ряд квадратов модулей этих величин сходится, то 
сходятся в среднем т 


= У ен О 
1=— со 
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представляющие, как легко проверить, решения уравнения (35). Из пос- 
ледней формулы видно, что число всевозможных решений уравнения (35) 
будет счетное. 


Следствие. Если п — нечетное число и ид, при &=0, 


+1, +2,... вещественные числа, то при выполнении условий тео- 
ремы уравиение (35) имеет одно вещественное решение, выражаемое 
формулой 


1 
Е со ем 
$ [ый 
и (х) = | ет х 
В=—с< 


причем ряд сходится в среднем и в формуле берутся вещественные 
значения корней. 
Доказанную теорему можно обобщить следующим образом: 
ТЕОРЕМА 8. Интегральное уравнение, у которого 


о Е 1 
= > \ ОИ \ Карн .. иода. га. 37) 
и=10 0 
имеет счетное число решений, выражаемых формулами 
+ со 
а (38) 
1=— со 
где а, ((=0, +1, +2, ...) корни алгебраических уравнений 
Я (К +, (КТ... +8 (КФК =0 
(ОЕ. (39) 
если при достаточно больших |1| > | выполпяются условия 
м К. И ы Е. В 
ы и. <ыия << ь-ы>ь 6>0 (40) 


И 1 


При выполнения этих условий ряды (38) абсолютно и равномерно 
сходятся. 

Доказательство. Умножая (37) на е`”Их4х и интегрируя 

(0, 1), получим, опираясь на теорему 6, равенства (39). Оценим ве- 
личину модуля решений уравнения (39), для чего перепишем (39) в виде 


В р (Ка, _ (К 
= а Орд 
оо кр‘ | 


или 


О О) 


Покажем, что при выполнении условий (40) 


а О-о #0 
| 


каждое из решений (39) будет удовлетворять условию 


|] < _ при 0-4 (42) 
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ь А ь 
Для этого достаточно показать, что при | и будет |} ($)|>0. 
| 
В самом деле 
®—1 Л п—1 
= > =! © (1 #1 | А? Е й 
а а = (13) 
&—=0 &=0 
А = 9 =: с р а р 
При т <—|{|=<2 это выражение > 0, так как при |$| > гу ИВ ВИДУ 
[2 р 
®—1 ®—1 
нм 
в=0 К=0 
будем иметь и 
| = | / 
ЕЕ — И — 


для достаточно больших ‘значений |1]. При || > 2 последнее неравен- 
ство будет иметь место для достаточно больших значений |/[|, так как 


|=" быстро возрастает (из Аг« 11? следует 


п—1 
а» Е А? (|Е *— 1) 
9» | 1 | и 9з | 1 ой 


п 
поэтому последний член неравенства (43) возрастает медленнее, чем |$|'). 


Так как при достаточно больших 


А 
=. при 6 >14, 


будет | а! | < 


причем —^ 
Гр 


при 2—6, >1, то ряд 


< У! Х- 


1> 0 1> 16 


1 р 


я вне? Ах 


1> 5 


т л 


будет сходиться. Таким образом получаем, что ряды (38) абсолютно и 
равномерно сходятся, откуда легко показать, 
ряют интегральному уравнению (37). 
видно, что их число счетно. 


что эти ряды удовлетво- 


По построению этих решений 


Указанный метод без труда распространяется на уравнения тина 
у 


г) = \ от к (хх, — 


— 10 0 


2.4. нь 


/ 


ахь + ] ($), 


где К» удовлетворяют указанным в предыдущей теореме условиям. 


Псковский педагогический 
институт. 


Поступило 
26.111.1939. 


1 Негр\0%$2 С., 


ОЪег 


а1е 


ЛИТЕРАТУРА 


Гп{ебга1е1сВапбеп ег 1еК4гопепеомс, 


МаФем. 


Апп., 65 (1907). 
з РосКк У., Ма Мет. 2ей5сЬг. (1924). 
3.Смирнов П. С., Об одном классе линейных интегральных уравнений, Труды 
2-го Всесоюзного съезда математиков, т. 2, 1936, стр. 2729. 
Роеёзсв @., Вейтав га \Уа(500$ , ‚бепега| Тгапзогта оп‘, Маё. Апп. 113 (1936). 
5 Привалов И. И., Интегральные уравнения, М. 1935, стр. 148—49. 


КОЧАТЮМЗ ТХТЕСВАГЕ$ ЕТ 1МТЕСВОРТЕРЕВЕМТЕЕГЛ. Е $ 427 


Х. ЗМВМОЕЕ. 50ОВ Т?АРРТЛСАТТОХ РЕЗ ЗЁВТЕУ ОЕ ЕООВТЕВ 
А ТА ВЕЗОГОТЮХ РЕЗ КОСАТТОХ$ ТАУТЕбВАГЕЗ 
ЕТ ТУТЕСВООТРЕЁВЕХТЕГЕЕ $ 


ВЕЗОМИ 


Зоц [2 1а с1аззе Аез Гопсиойз А сагге зоштаЫе. п(годизолз епсоге 
13 по(аИопз 


ео (д) аж (&—0, 1, Е2,..), 


ГР, (в) =Р, (® +1) о 


Те роб 4е сер агис]е езёь а4е абтошщеег 1е Шбогете читай: 
ТНЕОВЁМЕ. 51 К, Е Г», Е.Е Г? её Е, * Е, Е ГР, опа 
бо И м {Е - И 


Еп з’арриуапь зиг се \Ш6огёше оп гезопа [ас Пештепь 1ез 6дпайоп$ 
(6ота!ез Ппбашгез Че ргепиёге езрёсе зуайр роиг поуаци К (5—& ой 
К (6) =К (%- 1) (рог —1=<0=1) (уот Те $ 3), 1ез 6ацайотз пёбота- 
1е5 Побалгез ауапЬ ип поуаи Чи фуре шЧщие ($ 4) её 1ез в6апаИоп$ 
10 (6отод1НегепиеПез (27) соп{епапЕ 4ез поуаих Чи шёшме туре ($ 5). 
Гез зо]аМопз 4е 10ще$ сез вапайопз 3006 Чоппбвез зоиз 1а {огше 4е 
з6глез 4е Копглег 4оп6 оп са|сийе ]ез сое слез зиуапь 4ез огощез 
зипр!ез чие помз шЧаопз. Роиг 1ез шёшез бацайопз поз 4оппопз 
Чез соп4илотз$ ройг Гехиз(етсе 4е зо]айюоп$ арраг{епапф а 2. 

Рапз 1е Чегплег рагастарВе попз с0п$16гоп$ ипе о6пбгайзайоп Чи 
(Бвогёте рг6ёсбеттетб слЦб. 

болепе АЕ Л,..., Ара еб зон Вт (4) =Ё, (2-1) рот =п=х= 

1 1 
ее. \ аа В ва, а 
0 () 


Оп а а[огз 1е Шбогеше зшуапЕ: 
О Е Я 
РВ: я бт {Е} ВЕС ба {Е О (т = 0, ыы а 25) 
Се Шбогбше регтеё а’брад ег 1ез сЛаззез Ч`бачайоп& иста]ез поп 


Ппбалгез Ае 1а Ёогше (35) 


К = №2 \ а (к (Ея, —... Жи (51)... 8 (ть) 441 ... ахь, 


й (2 == С ие \ Ки (2—2 —... Жи) и (11)... 1 (хь) али ... ахь- Ко (1) 


#10 | 


(ус: 163 Шбогбшез 7 её 8 4и $ 7). 
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Гез зо]аНопз Че сез бааайопз 5016 Чоппёез зоиз 1а Тогте Че з6г12з 
{т1сопотб6 1 иез 4опё 1ез соеЙ1слел(з з0пф 4ез гаслпез а’6аайопз а] е6Ъ- 
г14иез. А1тз1, раг ехешр]е, роиг Абегиитег ]ез соеМелелтфз ае 1а збге 
Че ГКоиглег дат езё ]а зошйоп ае Г6даамоп (35) оп а 1ез бапайопз 
а! с6т1ааез (39) 

{Ки} М... ЕК в {Ко} =0 (1=0, +1, + 2....). 

Еп а61юптапь ]ез гаслпез 4е сез бапаоптз раг 

аа, (1=0, +1, 2....) 


поз оБ{епопз ипе 1иПпИ6 абпотрга е 4е зо]1аМ оз 4е ]1а {огше (38) 
роаг 1’валамоп (35). 


ИЗВЕСТИЯ АКАДЕМИИ НАУК СССР. 1939 
ВОСГЕТМ РЕ 1`АСАОЕМ!Е РЕЗ ЭСТ1ЕМСЕ$ ОЕ 1’ОВ$$ 


с А : 
ерия математическая беме таМетайаце 


Н. А. АРТЕМЬЕВ 
ОСУЩЕСТВИМЫЕ ТРАЕКТОРИИ 


(Л редставлено академиком ©. И. Бериштейном) 


В работе исследуется устойчивость замкнутых траекторий, опредс- 
ляемых системой дифференциальных уравнений 


Ах; ( , 
т а > Е 2. п. 


не тольго по отношению к возмущениям начальных условий, но и по 
отношению к возмущениям правых частей уравнений. 


$ 1. Введение 


В предыдущей работе (") я ввел понятие «осуществимых» движений 
и «осуществимых» траекторий и установил для некоторого класса пери- 
одических движений достаточный признак осуществимости. В этой 
работе я устанавливаю достаточный признак осуществимости траекторий 
для другого класса периодических движений. 

Рассмотрим систему дифференциальных уравнений 

о. ЕО (1) 

задаиную в какой-либо ограниченной области (© п-меррого ‘простран- 
ства Н„, координатами точек которого являются 11,...,7». Точку 
(11,....2») будем обозначать символом {5}, а иногда просто х. 

Относительно функций Х; сделаем следующие предположения: 


ЭХ, р 
вл, я ‚)к=1,...,П, вощественны, однозначны и непрерывиы 
в замкнутой области 0). 
Оден а р 
25 Частные производные а А-—|,...,й, удовлетворяют в 0б- 
7 
ласти 6 условию Лиишица 
9х 9х | е 
во Ю о, 
02; ра От к №4 


где Г, — постоянная. 
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Возьмем в начальный момент {=0 какую-либо точку Е. В силу 
сделанных предположений этим начальным условиям будет соответство- 
вать некоторое решение системы (1) 


у 


(#)}. (2) 


р — Ме 
и 


Мы предположим, что решение (2) существует при всех #0 и при 
этих значениях принадлежит области ©). 

Будем интерпретировать решение (2) в п-+ 1-мерном пространстве 
с координатами (#,21,...,2). Этому решению соответствует п- 1-мер- 
ная интегральная кривая. Символом 0, ({3(#)}°) обозначим окрестность 
этой интегральной кривой, рассматриваемой при 0 = #. Символом 0,(К\) 
обозначим \-окрестность положительной полутраектории К* этого дви 
жения. 

Напомним определение осуществимого движения и траектории. Рас- 
смотрим наряду с системой (1) измененную систему * 


(ну. мы а чью, (3) 


в которой функции У; удовлетворяют следующим условиям: У; (&, У, .., У») 
вещественны, однозначны, непрерывны при О=<ё, {у} Е@ и во всей 
этой области ограничены, именно 


оке -= 5 (4) 


Кроме того в той же области они удовлетворяют условию Липшица 
п 
г , и я , ам > 
[ Уз, ул, с: Ул) ЗН ААа . 2-5 Уи) [82 | Ук— У | (5) 
—1 
где /— постоянная. 


Определение 1. Движение {5 (1) системы (1) положительно 
осуществимо, если для всякого сколь угодно малого числа 6 > 0 
можно найти такое з (5) > 0, что движение {%(1)} измененной системы 
(3), удовлетворяющее начальным условиям {*(0)} = { (0)} + {а}, где 


|а;| <, ]=1,..., п, существует при всех #20 и при всех #>0 


ъ р ъ г " ь иг + | = р , —‘ 
выполняются неравенства |"; (— 5; (1) |8, 1 =1,...,п. 


Определение ИП. Полутраектория А” движения [2 (#)} поло- 


жительно осуществима, если для всякого сколь угодно малого 


числа 5 >> 0 можио найти такое з (2) > 0, что полутраектория Л/ дви- 
жения {%(1)} измененной системы принадлежит окрестиости Из (К\). 


* Вопросом о псзмущениях в самих уравнениях занимался Р. Во (2 

После тогб как эта статья была сдана в редакцию «Известий АП», мне стала 
известна сш. работа И. Г. Четаева, в которой тавике иселедуетея вопрос об устой- 
чивости решения в зависимости ор возмущений п уравнениях. Однако в своей 
интересной статье И. Г. Четаев решает совсем иную задачу, так что результаты 
настолцей статьи ие теряют свосго значения (345). 
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Пусть С. 6 какая-либо замкнутая область. Предположим, что ре- 
шение {7(1)} периодическое и Ер. Не ограничивая общности, период 
его можно считать равным 2=. Пусть, кроме того, 


У Хе Ол) 50, Ожа, (6) 
#=1 
где 6? — постоянная. Положим 
у= (0 (0, =, зна п, 


и составим дифференциальные уравнения для {5}. Имеем 


п 
4:; ЭХ, 
й ® о > = г. Е 
4 =х В, ИБ ть их 28) ЗУ р ь 9 бп 5в) (7) 
= 


а, Аа 
Рассмотрим уравнения в вариациях 
ЕО ина 
| а 5 (8) 
и=1 

Так как правые части системы (1) не зависят явно от времени, то, 
как известно, один из характеристических показателей решения {$ (1)} 
равен нулю. Если все остальные характеристические показатели 
имеют отрицательные вещественные части, то решение {% (1)} будет поло- 
жительно устойчивым в смысле Ляпунова (7). Мы покажем, что 
в этом случае замкнутая траектория КА этого периодического движения 
{2 (2)} будет положительно осуществимой. 

Заметим попутно, что при доказательстве устойчивости в смысле 
Ляпунова авторы (8) предполагали правые части системы (1) аналити- 
ческими функциями и пользовались одной теоремой Ляпунова о суще- 
ствовании так называемой «поверхности Ляпунова». 

Доказательство существования поверхности Ляпунова, данное им 
самим, довольно сложио. Эта сложиость, а также требование анали- 
тичности правых частей уравнений происходит от того, что Ляпунов 
доказывал теорему для любого движения, не обязательно периоди- 
ческого. Доказательство же устойчивости периодического реше- 
ния моет быть проведено, даже при соблюдении только условий 15, 
2° значительно проще. 

$ 2. Поетановка задачи 

Итак, пусть в ограниченной области @ задана система дифференци- 

альных уравнений (1), правые части которой в этой области удовлетво- 


ряют условиям 1° и 20. 

Пусть {2} = {2 (#)} будет периодическое решение системы (1) периода 
2-, траектория которого К принадлежит при всех & области #С- ©, 
причем соблюдаетея исравенство (6). Пусть {а} какая-либо точка, 
лежащая на А, а 5а периодическое движение системы (1), соответству- 
ющее начальным условиям {9 (0)} = {а}. 

Рассмотрим движение ела, отличающееся ол 3:а на фазу 1. Возь- 
мем на траектории А точку ла, соответствующую моменту #=0, т. е. 


аж ь ль п. 9) 


3) 
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Положим 
и( = (а) -2Кь п) (10) 
и составим уравнения возмущенного движения 
п 
92. ЭХ» 
И С НЕ я ы | 
а: — дув [8 (14п) ди + В (ЕЛ, 21, в) + 
А=1 
Усе) Е а. ув @ М Ва). (11) 
Составим также уравнения в вариациях 
- п 
43 % = . 
= ХА , 1=4,...5П, (12) 
1 
где 
а БК=1 
Ад (Ей) = . Я беда 


Так как один из характеристических показателей решений системы 
(12) равен нулю, то матрица © (1-- #) фундаментальной системы решений 
в канонической форме имеет вид 

| 91 (2-Е №), с - >. бьЕЕМ | 
ве) -|° 92 (1+) 0 (1-Е), ... , с бы, (Е В) 
| сен г” бит (е-- а ее бод (- й) 

Предположим теперь, что вещественные части всех остальных харак- 

теристических показателей с; = — 2-5, А=2,..., п, удовлетворяют 


(13) 


условию 
О ЕЕ (14) 


у 


= 

Определение 111. Все периодические решения {2 (#)} системы (1) 
периода 2=, удовлетворяющие условиям: 

1) {2(0} ЕС © при любом &, 

2) характеристические показатели о, (А =2,...,п), решений системы 

(12). удовлетворяют нперавенству (14), 

назовем периодическими решениями класса А (3, 8). 

Наша задача — показать, что траектория К всякого периодического 
решения класса А (3, #) положительно осуществима. 


$3 
Диффереицируя тождества 


42 
- Ее ас 


по й, находим 


Я ‹ дл, 9» 
а 0 2 ду, ваз’ 9%? 71, -ь п, 
#=1 
9%) 4). ` 
или в силу равенства и. +-^) получаем 
% м 
43} 
У а 
и и 2 А. 1=1,... п, (15) 


т.е. {2(1-- №)! есть рН уравнений в варпациях. 
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Рассмотрим вектор 


ел) = къеи (16) 

р Ив ыР+.. +1, 
где е1,...,6е,—орты в прямоугольной системе координат 21, 24; .-. „За. 
Начало этой системы координат находится в силу (10) в точке 
(2 (Е-- 1)}, а оси параллельны соответствующим осям системы у1,..., ть 


Этот вектор направлен таким образом вдоль касательной к траектории К 
и отличается только длиной от вектора скорости точки {9 {2-1)}. 
При {=0 длина вектора & (й) равна 1, а его начало находится в точке 


{а}. Вектор 
9,, (ЕЛ) +... 6, (#-Е №) ев, 


соответствующий первому решению фундаментальной системы (13), может 
отличаться от вектора Н(ё-|#) лишь на постоянный множитель А; 
поэтому 
(ее... + (Е №) е. = АН (+1). (17) 

Проведем через точку {а} гиперплоскость М, п — 1-го измерения, пер- 
пендикулярную к вектору Ш (1) (см. чертеж). Примем точку {а} за на- 
чало новой системы прямоуголь- 
ных координат той же ориентации, 
направив первую ось новой систе- 
мы вдоль вектора # (#). Остальные 
п—1 осей будут очевидно располо- 
жены в гиперплоскости №». Выбор 
этих осей допускает известный про- (РЕ 
извол. Построим теперь из матрицы © (#+ 1) новую фундаментальную 


систему ПЮ (Е-+ 1) 


И (Е №) = А9 (&+ 1) (18) 
так, чтобы каждая строка матрицы О (1) давала соответствующий еди- 
ничный вектор новой ортогональной системы координат. В силу такого 
выбора фундаментальной системы 


# (1) =шн (Ве +... Рим (№ е». (19) 
Полагая 
Б(р =ил (бе, + ... + из (0) (191) 
в силу ортогональности матрицы О (1) имеем 
Уи ®=ь Ук (® из (№) =0, (20) 
= =1 
Е Е ее 
Векторы #(1- №), /=1,...,п являются ортами новой системы при #=0. 


Возьмем теперь вектор т (Е-- 1) 


т (8-Е Я) = С.В (ЕВ)... Е Со (ЕЛ), (21) 
где С.,..., С» произвольные постоянные. Мы будем считать их неза- 
висящими от й. Таким образом длина вектора 1 (1), которую мы 0бо- 


5 Известия АП, Серия математическая, № 4 
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значим через Д, не будет зависеть от й и будет определяться, на осно- 
вании (21), равенством 
ба (211) 
Вектор +(#) расположен очевидно в гиперплоскости М». 
Пусть В— матрица интегральной подстановки * фундаментальной 
системы 0 (1-- 1), соответствующей периоду 2т, тогда 
ИЕ 2) = ВО (Е №. (22) 
Составим вектор т(2ж5--#), где з— целое число, и выразим его через 
элементы матрицы О (#) с помощью (191) и (22). Имеем 
И (Е-- А 2*5) = В°0 (Е №) (23) 


$ (2=$5 + 4) = С.Ь (2=5-+ №) +... -Е Сы (2=8- ®) = 
= {Соц (28-Е А)... - Спин (2=8 + №)} е. + зи 
-Е {Си (жж №)... - Слитл (215 + й)} е. = 


= (^) > Се В -- ии 1 (#) т Сы в, а ме 
в=8 ®=2 


+ {У ыы У бы а (24) 
д=2 8—9 


где с; суть элемейты матрицы С = В®. 
Вычитая из вектора т (2*5-- 1) вектор 


м п 

У Сьсы [ша (Пе... иль (1) е.] = У Сим -Ы (1), 

В=2 =? 
получим вектор тм (2*5-- #й), представляющий проекцию вектора у (25 -- й) 
на гиперплоскость № 


тм (25-1) = \ Сие Ь (4... + У Си (®), (25) 
2 К=2 
Обозначая длину этого вектора через Ах (2ж5 | #), имеем 
п х п 
А. (28+) =[ У Сьсь | име [№ бьсь | - (26) 
К=2 К=2 


В правую часть формулы (26) входят не все элементы матрицы С, 
а только элементы 


Ст, +.) Спп* 
Матрицу п — 1-го порядка, составленную из этих элементов, назовем Су. 
Наша задача оценить элементы сл матрицы Су. Из уравнений (17) 
и (19*) находим 
иль (215 -НЕ-й) = из (1-1), о ЗАНь (27) 


* Так как коэффициенты Аж (1-1) вещественны и произвольные постоянные 
С,,...,С» всегда выбираются вещественными, [то элементы матриц О и В будут 
вещественны. 
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Теперь из (23) и (27) получаем тоя:дества 
сала (Е)... -Е сшила (&- 1) == и (ЕЙ), 
Сайт (ЕВ)... - сшить Е №) =Е и (Е №). 
Рассматривая (28) как систему алгебраических уравнений относи- 
тельно неизвестных Сс11,...,С1» и замечая, что определитель этой 
системы В (И (1-^)) = 0 ни при каком конечном { (так как это опре- 
делитель Вронского фундаментальной системы), убеждаемся, что един-- 
ственным решением этой системы является 


Фей 612 = 0, 51 9 аа = 0: (29) 
Таким образом * 
О 10...00 | 
а ое. 
Сп1 Сп... Спп [о Вто =: = Вл 


Представим матрицу В в виде суммы двух матриц: 
оо О". 00 


В О че а Г (31) 
„1 0 9 10 Виз . В, 

О 

оО 


Матрица Ё = 


что #* =. 
ТО 5 СО | 
оЬ р а ба 
Матрица | ы ры > = [0, Ву], где В, = ”. еее 
0 осо а ПР бов И 


Далее, произведение матрицы Ё на любую квазидиагональную ма- 
трицу [0, Н] структуры [1, п—1] равно нулю. Поэтому 
В° = (Е-- (0, В] =Е-+[0, В+], 


и следовательно ь 
Вов» (32) 


$ 
Таким образом оценка ** матрицы С, сводится к оценке матрицы Во. 


* Приведенное далее рассуждение применимо при любом $, следовательно, 
и при $ =1, т. е. 6. =1, ба, =0, ..., В, =0- 

** Если дана матрица Х, то символ | Х| мы условимся понимать как ма- 
трицу, элементами которой являются модули соответствующих элементов матрицы Х. 
Пусть даны две матрицы | М|и У. Если |; | Ул» ГА =1, ..., п, причем хотя бы 
пля одного элемента [2 | и. то будем говорить, что матрица | Х| меньше ма- 


трицы У, в обозначениях |Х| < У. 

Символ | Х|<||=|] означает, что среди п? неравенств |хж|<:, 7, К=1, ... ‚п 
есть хотя бы одно |х„,| <: существенное неравенство. Таким образом неравен- 
ство | Х|=||з|| эквивалентно 2? неравенствам | хл.|<е, }) ^=1, ..., п. Здесь сле- 
дуст отметить, что введенное мною понятие неравенства между матрицами отли- 
чаетсл от определения неравенства, которым пользуется Лаппо-Данилевский (3). 


Еж 
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Составим теперь характеристический полином матрицы 2. Имеем 
В силу вида матрицы В 
р (1 — В) =(в—1) (р— р»)... (© — м) = (2—1) Р (51 — Во), (33) 


где ][— единичная матрица; откуда 


р (51 — В) = (0 —6ь) ..-. (2—0), (34) 
т. е. характеристические числа матрицы Ви суть 05, ..- у бт. 
$4 


ЛЕММА *. Всякое решение уравнений в вариациях (12), соответ- 
ствующих решению системы (1) класса А (3,85), изобразсаемое 
в начальный момент вектором х (№), лежащим в гиперплоскости М», 


удовлетворяет пи’равенству 


Ан (28-2) 4-Е ее, (35) 
где \ 
М =$ (п —1) [1 - А.пе?7@+т^)]. (250 


Доказательство. Характеристические числа матрицы, в силу 
сделанного предположения (7), удовлетворяют неравенствам 


рые С. О. (36) 
Имеем 
В=0`* (1).0 (2=- №) (37) 
и в силу ортогональности матрицы 0 * (#) 
|= М. (38) 


Составим систему уравнений, усиливающую по отношению к си- 


стеме (12) 
Ее (389) 


ЕЕ 


где 
ат ба 


Решение этой системы, изображаемое в начальный момент вектором 
А+... + Ь (%)], удовлетворяет неравенству 

Уж (ЕЕ В) = А” (Ом (39) 

и мажорирует решение системы (12), о котором говорится в лемме, 


так что 
Да (2-- В) |< Аб ПЕ (40) 
Из (40) получаем |0 (2=--1) | == || е**"А ||, а отсюда и из (38) 
Варе А (41, 
и следовательно 
| Во! < | певзал ||. (42) 


Для того чтобы оценить теперь 5-ую степень матрицы Ву, напи- 
шем интерполяционную формулу Ньютона, применяя ее к функции 4 


* Оценка матрицы | В& | через модули ее характеристических чисел была уже 
дана в моей работе (°), где была доказана лемма, аналогичная этой. Для удобства 
до 
читателя здесь приведена часть вывода. 
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Имеем 
$ $ 
= (®— и) (и)... + 
+ (“—%,) ... (— 9-5) 1 (®, ..., ие р 
+ (®— 9%)... (жи | (1, ..., 9) +... + 
+ (и —%,) ... (®- ви... и. ое (43) 
где 
оо о Е О оо 
(= 8, (а, о бь ®) = рае) У 1 (44) 
® — р 
Из формулы (4^) легко убедиться, что 
з ИЕ. `\ Е: й; и 
й (20 оьь и ® | = о О вое (145) 
№а-...! К у-8—(-1 
где сумма берется по всевозможным комбинациям целых чисел А: >> 0, 
1=1,..., 7, удовлетворяющих уравнению 
КА ... А =$— (7—1), 
т. е. что ]/(%,...,@;) есть однородный полином $ — (1—1) измерения, 
от аргументов %,,...,й; с коэффициентами, равными единице. Фор- 


мула (43) есть буквенное тождество. 

Эта формула останется, очевидно, тождеством, если мы заменим 
букву % произвольной матрицей 5, а буквы %., ...,%. какими-либо 
числами, так как правая часть этой формулы будет содержать только 
одну матрицу 5, степени которой коммутируют. 

Заменим в (43) букву ф матрицей В, буквы ,..., @»„_1 характе- 
ристическими числами р.,...,0и, остальные буквы й, ..., @»; заменим 
какими угодно числами. 

В силу тождества Кейли 

(Во — 51) (Во рзГ)... (В —р1) =0 (46) 
формула (43) примет при этом вид 
Верь -Е (Ви— ре) { (ра, в)... 
НЕ (Во 2)... (Вет 1) 1 (6, ... , Ра), (17) 
так как все остальные члены пропадут. 

Теперь из формулы (47) и неравенств (36) и (42), поступая совер- 
шенно так же как в указанной выше работе (3), легко получается 
неравенство 

ОВ "| (48) 
| М1 |’ 


где 
М =$(п— 1) [1 { пе?=@8+т4А\}], (49) 
Неравенство (48) справедливо при $ >14, п>1. Из (26), применяз 
неравенство Коши-Шварца, находим 
т 
2 \ 2 оу 29 
(= -- №) = \ И | 
В ры И 
#=2 1=2 1=2 
Заменяя в этом неразенстве величины |ся| правой частью неравен- 
ства (42), получаем искомое неравенство 


48, (ле Ей) < А* (т ев (РЕ, (50) 


что и требовалось доказать. 
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$5 


В силу неравенства (6) вместо времени { можио выбрать в уравис- 
ниях траектории К 
= (0, а 
за параметр длину дуги траектории 5, отечитываемую от какой-либо 
точки. Радиус кривизны траектории ь (5) выражается формулой 
о -. (51 


и 
“(-:\) 
жи о 45? 

В силу тождеств 


4, 
п == Х, (1 (+1), ...,9(-#)), 71=\,....п 


УЧИ >0, бО=ь йе. (52) 
1=1 
Далее 
ее № 8. и _ 
и-И зе (Е) а и-И У (2 (1-1), 9 (Ей) 4. 


Радиус ара в переменной { выражается формулой 


р? (Е №) = 
ь Хиль] С 
ее 
33 (2) Е © \з* (65) 
р дд Ува) — Жень) зан; ы пы '. а | 
С 9х; 
В силу сделанных предположений 1° и 2°`функции Х;, э;- ограни- 
К 
чены в области ( 
9, 
7 и 
Ха, дть = А, И Е с: (54) 
Из формулы (53) и неравенств (54) получаем оценку снизу для радиуса 


кривизны траектории К: 
4 
р* > Л ++ пр) =”. (55) 
Окружим теперь траекторию К окрестностью И. (К) (граница этой 
окрестности—тор, с радиусом сечения &). 

Если мы теперь в двух близких точках, взятых на траектории, 
соответствующих значениям параметра Ё и {-- <, проведем нормальные 
к траектории гиперплоскости М, и М,:.., то все точки пересечения 
этих гиперилоскостей будут лежать вне области И.,(К). Наименьшее 
расстояние всякой точки {$ (1--1)} + {=} ЕП. (К) от точек траектории К 
будет выражаться вполне определенным единственным числом. Вектор, 
соединяющий точку {$ (1--1)} | {2} с б ижайшей точкой траектории К, 
будет лежать в некоторой нормальной ° граектории гиперплоскости М, :-. 
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Если А столь мало *, что вектор х (215  #) принадлежит области П. (К), 
то вектор 0, соединяющий конец вектора т (2=5 +#) с ближайшей 
точкой {$(2=5+й-”“)} траектории К, будет лежать в нормальной 
к траектории гиперплоскости М№;„.+-+ь (или отбрасывая 2$, №. +»). 
Поэтому соответствующее значение < может быть найдено из условия 
ортогональности вектора \ с вектором касательной к траектории К 
в точке {2 (25-й -+*)}, именно 


(0, \ ви (25 1-Е <) №) =0 (56) 
К-т 
Но 
9=1 (25 + й) — и, (57) 
где 
= У [4 (5+1) — 9% (1)] ©. (58) 


^=1 


Из (57), (58) и из выражения вектора т (25 -- 1) в ортах & (1), ..., Ё (1), 
находим 


>С вСьт*  (^ ) я Сус». и: (( й) Е © бабки (2) — 
К—2 &=2 
> [вк (5-й) — Фи (®)] ®. (59) 
К=Е 


Из формул Тейлора имеем 
ви (4) — к (№) = =8ь (В) + 4 (В + $), 1 (60) 
Фи (+ Й) = $ь (®) <» (В - 6»<), О. = Пе (60") 


Обозначая для краткости 


У в ШР=м№ (61) 


#—=1 


и вспоминая определение вектора Н (#), можем, пользуясь \55) и (60), 
написать 


т = п р 
>! Фь (< + #) — ви (В) ть = «МЫ (1) -5- Х $ +8) ‹®. = (62) 
&—1 К=1 

Поэтому вектор ® можно представить в виде 


ры т ен м) в (1) + \Сюьь (+... + р о 
&=2 #=2 В=2 


го Уи (63) 
ТЕ 


* Соответствующее неравенство для А мы здесь не приводим, хотя оно без 
труда может быть получено. 
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С помощью (60') вектор ‘у можио представить в виде 


7. 7 
ы г 7 кл .: >. / 
и=\ ет (ЕЙ) в, = МЫ (0) + з д* (А 0,=). (64) 
ВЕ = 


Составим теперь уравнение (56), перемножая  скалярно правые 


части (63) и (64): 


(Хаки) [ич ое (*)) + 


т 


ао © Снел> > (В -- 0, ) (гк. № (1) НЕ 
1=2 &=1 


ы * Сс ) У, ви (И -- 0, =) (ел, 4 (1)) = 


ВЕ ®=-1 
т 7% 


5 мо Уи) быв (В) Учь (0,3) 2, (+85). (65) 


и=1 1 
Заметим, что 
ЕЕ) аи О.А... 
и в силу ортогональноети матрицы О (#) 
| (@ (#1 = ад (№) = 1, РА=У,...,п. (66) 


Из теоремы о непрерывной зависимости решения от начальных 
условий и из геометрических соображений очевидно, что при А(Й) 
достаточно малом должен существовать (и при том единетвенный) 
корень : уравнений (65), причем этот корень я должен быть непрерыв- 
ной функцией #й. Из тех оке соображений очевидно, что величина с 
бесконечно мала вместе с А. Все эти утверждения можно доказать 
также с помощью теоремы о неявных функциях. С этой целью раессмот- 
рим уравиение 


В == Отн: 1 И (А). 


Так как 2 (0 -"(1)) 0 ни при каком конечном Л и так как функции 
иль (275 -- 1), изн (1), К=И,..., п, суть непрерывные функции й, заклю- 
чаем, что элементы матрниы 1“ являются непрерывными функциями 4. 
Но С= В", следовательно, си» суть непрерывные функции # при любом 
конечном й. 

Далее, функции ;(Ё-- 7) и (2-Е Л), 1=1,..., м, как решения 
системы (12) и (15), также иепрерывные функции #. Из тождеств 


.. 9, р ) 
$2 и й) ых № я ет НЙ) г. (2 а 1), } == | > ЛП, 
|= 1 ь : 


видим, что (1 --^) также непрерывные фупкции #, причем 


12-Е В)! ПАБ, 1=1,...,п. (67) 
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Из формулы Тейлора 
Фк (Е) — чи (®) — в, (= фид, 
р (Ей) — к (№) == Ел (А ба 
убеждаемся, что правые части этих формул, так же как производные 


от них по фи 1, суть непрерывные функции & и й, так как этим свой- 
ством обладают левые части. Положим 


Ве СА) =(У сен) [м+ "У иы Эа] + 


К—=2 1 


= (Убиы )х У: к (Р-Н 6ь=) м» (#) Е 


И о х 7 ыы ` 
м2 Уи) ии) — У, 


ЕЕ Е=1 


Фи (#- 0,^) < (й + 8, =). 


Функция А (С:,..., Си, й,^) в силу сказанного выше дифференциру- 


ема относительно С,,...,С„,“ при любом конечном 1. Кроме того, 
9Е 

О». а ОЛ, 0) = 0, —- непрерывна относительно <, й, ССВ не 

равна нулю в окрестности точки С =С,=...=С,="=0 при любом 


конечном й. Следовательно, к уравнению (65) 


С ЕО 


применима теорема Лоипс’а о неявных функциях (1). 

На этом основании мы можем утверждать, что при достаточно малых 
значениях С,,..., С» и любом й, уравнение (65) разрешимо относи- 
тельно *, причем это решение единственно и = является непрерывной 
функцией С,, ..., Св, 4. 

Докажем теперь следующую лемму: 

ЛЕММА. Порядок бесконечно малой < не может быть меньше 
порядка бескопечио малой ^\. 

Доказательство. Предположим противное, т. е. что 


Пт ^^ =0 
4—0 * 


или что А=тз, где з бесконечно малая вместе с А. Так как 


у 

м 2 Е 
АА = 
№=2 


то шп | = | = 0 причем порядок бесконечно малой @ не меньше порядка 
4-0 


бесконечно малой А. Деля (65) на <?, переходя в правой части к пре- 
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делу и принимая во внимание (66), (67) и порядок малости Сь, заклю- 
чаем, что 
п 


С Сл — М 
ры = сопз(, (68) 


| 
4-0 
откуда 


п 
а Са Сь = 
а = = с0пз(. (69) 


4-0 г 


Но левая часть (69) неограниченно растет при А —>0, следовательно, 
мы пришли к противоречию, и лемма доказана. 


Перепишем теперь уравнение (65) следующим образом 


в 
1 17 
® = .) С ксвл = т. х 
Во № + № р фк (й - б=) мак (№) 
== 


Хх {< (Усе) + (В - дь<) ик (В)... 


+ (У Ск ) Хвь (В вия) инк (В) — 5. №? Уи (В + т) иль (п) 
К=2 з =1 


В=1 


-- к Ук (и + 0) вк (В+ 95) | (651) 


=1 


О М0, Са, [т о (70) 


Из (65') и неравенств (66), (67), (70) находим 


(п— 1) пе” А 


|< < ; А+ 43 (Ро), (71) 


где Р— некоторая постоянная, а ®— бесконечно малая вместе с А. 
В силу непрерывности всех членов формулы (65') относительно й в про- 


межутке 0—=й =, можем по теореме Вейерштрасса постоянную Р 
и величину ® выбрать не зависящими от Й. 


На этих же основаниях из формулы (65) можно вывести неравенство 
п 
| Хосе М | < 4. (9+5), О<й <=, (711) 


где @ — некоторая постоянная, не зависящая от Й, а з,— беско- 
нечно малая вместе с А, не зависящая от 1. 
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Вычислим теперь длину © вектора 9. Из — (63) находим 


ть хо Син 5) - 2 Сие) + зе (Усвл ы = 


в=9 2 В—=2 
п 


— <? © Се: — < м). _ 2 А - 9 ) ик (®) — 
—< (х Сись 5 Хи (+ т) из (в) — 


=1 
— "2 ты Слсьь ) 5 м3 к (® а 9) И ть (й). (72) 
К=2 Е=1 


Из (72) с помощью неравенств (74), (70), (67), (66), (48) выводим 
неравенство 


в М" 


БА |[®— и :, | О=А 2, (73) 


где =. — бесконечно малая вместе с А при любом конечном $, причем 
се можно считать не зависящей от 1. 


$6 


ЛЕММА. Если в начальный момент 1=0 изображающая точка 
{3 (Е й)} --{® (Е 1)} находится в гиперплоскости № на достаточно 
малом расстоянии А от траектории К, то в момент 1=2т5, где 5 
выбрано согласно неравенству 


расстояние © изображающей точки от траектории К удовлетворяет 


перавенству 
А: (75) 


где у—любое целое положительное число. 

Доказательство. Прежде всего, придавая в дальнейшем А те 
или иные значения, мы условимся считать их столь малыми, чтобы 
уравнение (65) имело единственное решение < и чтобы неравенство (73) 
имело место. 

Выберем $5 столь большим, чтобы соблюдалось неравенство (74) 


М —1 Е й 
(п— 1) ——— Е 
М—1 9 
Далее выберем А столь малым, чтобы 
Е! 
+2 91-1 ы 


Очевидно, что ири таком выборе 5 и \ иеравенство (75) будет 
справедливо, что и требовалось доказать. 
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$7 


Рассмотрим теперь, наряду с системой уравнений в вариациях 
ть 
45; 
Я — 
= Ава, (76) 
®=1 


измененную систему 


т 
еь Аж (1-1) 2в-+ В; (ЕЛ, 21, Е = 28) Е <; (2, №; А она (77) 
й=1 
где 0; удовлетворяют следующим условиям: 
1) функции И; (6%, 21, ..., 2) непрерывны и ограничены в области 
И), = № ео мо 


Ра, о В 


2) кроме того Г; удовлетворяют в этой области условию Липшица 


п 
а я 5: ва) = У аль |" 
&=1 
где [-- постоянная. 

Пусть [5 (1-1) Е 4 (3,8) и пусть указанное в условии 1) число 7 
есть нижняя грань расстояний между двумя точками, принадлежащими 
соответственно границам У и Г областей ви 06. 

Решения систем (76) и (77), удовлетворяющие одним и тем же на- 
чальным условиям, назовем «соответствующими» решениями. 

Имеет место следующая 

ЛЕММА. Решения системы (ТТ) отличаются от «соответствую- 
цих» рэшений системы (76), в промеокутке 0-=1= 218, при условии, 
что 


Я 


р (0) — У о г : = т, 


зе 


м. п | 4-Е в Гм) = (78) 
й —9 [е?8н (Ан 1.4) = у | 
пе больше, чем на величину 
ВОВ е2язи (Ал) — 4], 
0:4: ак, о ьжаиА, ($) == пес А®, 
т. е 
Ю-В | ее (0 езязи (Али 1] 

ии р 

Ре, а-я ачеманы 4], — (79) 


т? 1 


С ЗУ, :: ) 2 
Символом ^ |5” (1), 3(0] мы обозиачаем оэвклидово расстояние между точ- 
; 5” (1) (0 у . п\: б ` 
ками {| (#1 и {3 (#)}. Символом г (1) будем обозначать для праткости величину 
И] 
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Лемма эта доказывается с помощью метода последовательных при- 
ближений * 
Применяя неравенства (79) и (78) к системе (11) и считая 


о о ЕЛЕ) ЕЯ 
докажем следующую теорему: 

ТЕОРЕМА. Если в начальный момент 1=0 изображающая точка 
{5 (1,0)} + {Ф(Е-+№)} находится в гиперплоскости №, на достаточно 
малом расстоянии А от траектории К, то в момент 1=259, где 5 
удовлетворяет перавенству (74), расстолние & изобрамсающей точки 
от траектории К удовлетворяет неравенству 


— (4—1 ^ 
А 


где у— любое целое поломеительное число, а & > 0 — любое сколь угодно 
малое число. 

Доказательство. Сравним движение точки {5(#,1)} - {2 (Е-1)} 
с движением «соответствующей» точки {2 (1--1)} + [2 (#+1)}. Выберем 
сначала г (1) = столь малым, чтобы одновременно соблюдались нера- 
венства (74) и (79) в промежутке 0 = {< 25. На основании теоремы 
треугольника имеем 

ше -г (5,2). 

Подставляя в правую часть этого неравенства вместо р и 7 (5, 5) 

правые части неравенств (75) и (79) и помня, что г(#)=А, получим 


и<А.2 "+ ЕЯ [| (еокби (Алый — 1] = 


пА 
—“ 20 . 
с [2 и _ (езяян (АЧтЕя+е) — 1) | ль 
= = (25% (Ат/м-+ЕГ) 1). (36) 


= 


Уменьшая теперь $ и соответственно А, можно сделать в сколь 
угодно малым. Следовательно, можно выбрать А и з столь малыми, 


чтобы 
и (ЕЁтэ® (А+тЕт+1) 1) = 2 
_ . (= (Ал 1-1) 1) < 8, 
п 
а тогда Я 
Е (81) 


что и требовалось доказать. 

Так как неравенство (81° справедливо при любом Ой 2т, то 
из него вытекает, что, помещая в начальный момент точну {$ (1 1)} + 
-- {3 (1,^)} внутри достаточно малой окрестности С. (К) траектории К, 
можно добиться того, чтобы траектория точки {2 (Е- #)} -- {$(2,Л)} при 
всех {7-0 оставалась в любой наперед заданной окрестности И. (К). 
ТО значит, чГго замкнутая траектория А положительно 


осуществима. 


* Подробиое доказательство этой леммы дано в работе (\). 
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Заметим в заключение, что движение #2(1)} не будет положи- 
тельно осуществимым. Можно так подобрать функции Ур, что точка 
{2 (&-1)} + {2(1)}, оставаясь в окрестности И.(К), удалитея от 
точки {2 (1-1й)} при { достаточно большом на конечное расстояние, 
как бы ни было мало з. 


Паучно-иссл. институт математики и механики Поступило 
Ленингр. гос. университета. 2611. 21939. 
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Х. АВТЕМТЕЕЕ, ОВЕВ ВЕАЬУЕВВАВЕ ТВАЗЕКТОВТЕХ 
РОБЗАММЕМРАЗЗО МС 


п 4ег уогегоевепаеп АгБец (*) Бафе 1сЪ Чей ВестИГ 4ег «теаПЦзег- 
рагеп» Вемесипзеп ип 4ег «теаз1егЬагеп» Тгадек(огеп стае! авг! ип4 
Г0г ете К1аззе регло41зеБег Велусоипоей ет В1аге1свептасз Ктиегцияа ег 
Цеаз1еграеКе16 апоссеЪеп. |ш 4ег уогПезепаепл АтБецш Бе\уе1зе 166 ет 
япгееВеп4ез Крцегит 4ег ВеайзтегЬагке Чег Тга]еК(от1еп Таг еше 
апЦеге К]аззе уоп рего@зеВей Ве\уезапоеп. 


п ешешм БезсВгАйК (еп @сртев 6) 4ез и-Апиепзопа]еп Ваото$ И 
зог еп Зузцет уоп ОШегепиее1Ватеей 
Чт; р р 
ар = 1 (7)... м), О (1) 
зесефеп. Ою КипКИопеп Х; тббеп еп 10]оеп4еп Ве иеипсеп эепйоеп: 
2 А) В : 
А И К=1,...,п, за гееЙ, етасаиа цо4 ео т Че 


ара; о5зепеп Селе 0. 
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х 


: у ь 9х, ; о 
П. Бе рагыеПеп АБейлисей Е, К=1,...,п, вепйаеп ш © 


> 


ег Глрзевияред1теиия 
Е 
| 97 


"ай, 
х 9% 


) 


т 
А , 
= У [2 — ть 


#1 


х 
у\уо СЁ еше Копзап(е Бедеще(. 

Ветас№\еп мт 2аг (е 1 =0 гоепдет РипКЬ Е 6$. ]п!0]5е 4ег детасЪ- 
{еп Уогаиззеапзеп \1тА 41езей Ашапазрейтхивоеп еше <е\у15е [.6зипа 
4ез Бузетз (1) 

{2} = {2 (0} (2) 
еп(зргесвеп. У!" зе12еп уогаиз, Чазз Че Т.бзипе (2) Гаг а Ше # =0 еж1- 
зпегь ипа {г а1езе УУеме уоп { 4ет Себе 6 апсевбги. 

У\т усгапзеВаиеп 41е Г0запе (2) т 4ет (п-+ 1) -аппепз1опаеп 
Ваит ши деп Коог1та(еп &, 1,,..., 2. П1езег Г6зипя га еше (п-+ 4)- 
Чилепз1опа]е Пцевга\Кигуе еп(зргесвеп. Ре л-ОшзеБито А1езег 1пцерга]- 
Кигуе, 41е 4еп п1сБ-песайуеп 2-УУемеп еп(зре1еЬ\, Безе1сВпеп мт ши 
0. ({ (1)} +). Ре з-Ушеефапе 4ег роз1йуеп НаПитга]еКюоге К+ А1езег 
Ве\медип Ъеге1свпеп ми ши И, (К+). 

С1е1сЪхеих ши Чет буз4ет (1) Бехгасмеп мт пап аз уагИегме 
узет 

ау; с 
-п =Х/ У, У) Е ЗУ) (Ь У...) У), =... 1, (3) 


1 \ме]сВет 41е Еипкиопеп У; 4еп {0]сеп4еп Вед теипсеп репйсеп: 
У; (Бу... Уз) та тееЙ, е1тдение ипа зей8 г 120, {у} Е 6 ипа 
11 41езет Селе 
ИЕ (4) 
Апззег4ет зоПеп 41е Еипкиопеп У; ш 4етзе!Ъеп Селе 4ег ТарзеВия- 
ъедтсипс 


п 
ПИ еб) 
®=1 
сепасеп, \о Г еше Копз{ап(е Бедещеф. 

Ре! 1п161оп. Оле Вемесипс {2(1} Чез Зузетз (1) 156 роз1ь1у 
геа | 1з1еграг, \\®пп {г ]е4ез посВ зо Ке1тез & > 0 еше 7аЪ1 = (2) > 0 
сей ип4еп \уег4еп Капп, Цегаг(, 4азз Че Ве\мезите {1 (1)} Ч4ез уагиемеп 
Бузетз (3), @1е деп АпапазЪе тбипзеп {% (0)} = {2 (0)} + {а}, мо [а;| < з, 
1=1,...,п, 13, чепазё, Гаг аПе Е > 0 ех1зИегь ип4 деп Опз]е1сВипзеп 

195 — (088, 784, .оп 
сеппо(. 

Ре! 1п 16101. Пе Ната] еКюме К+ 4ег Ве\зуесипе {2(1)} 15 
розть1у геа]1з1еграг, \уепп {Фаг ]еез посв зо Кетез > 0 еше 
ХаЪ1 з (2) > 0 сеГап4еп \усгаепй Капп, Чегагь, Чазз @1е НаПига]е Коте 2+ 
|сг Ве\зуеснае {% (1)} 4ез уагИевеп Зуз(етз 4ег Отзерипе Оз (К-т) апзеВ бт. 

Анз И16зеп Рейпи1опеп еглеВЬ тап, Чазз Че ВеаИзлеграткец п1еВ1$ 
ап огоз а! ЗарицаЕ Боб ег Збгапееп ег АШапозре тоипзеп, 
во\те Цег госр (ей Зейеп ег С1ееВипоей 4ез Бузетз (1) 150. 
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ОЙепЪаг Капп еше Ве\ехипя, Че Бега св Чег 5\0гипзеп зУ; ешег 
Безитицеп К]аззе геа|з1еграг 15, БезазИсь Чег 5\бгипоеп ешег ап4егеп 
К]аззе ипгеаИз1еграг зет. Пе Оп(егзасваюе Чег ВесаИз1егЬагке етег 
Вемесипа 13% Гаг 41е Апжепдипаеп уоп У\евизкеш. Шазилегеп \уг’ аз 
ап е тет Ве1зре] аиз 4ег Ниаште!з тесВапК. 

Ез ех1зМегь еше Сгарре убп Аз{его14еп, 41е итгиег 4ет Матеп 4ег 
Тго}апег Бекаппь 134, Чегеп Ве\уесипя Чегагь сезсеВ(, 4азз з1е з1еВ 1ог(- 
\маВгепа * ш Аег МёВе 4ез ГльгамопзриптК(ез Г. ай аЦеп. Оле Егасе, оБ 
1сВ Ч1езе АзИего!Аеп аасв т 4ег Ймкап пптег ш Аег Маве а1езез 
РипК(ез /) ааацел \ег4еп, 13. посЪ оЙеп. О1е Ап\уог( ацЁ Чтезе Егазе 
Капп п:сЪЕ аиз 4ег Отцегзисвипх 4ег ЗааЪ иде аез РипК(ез 7. ип 
Зштие уоп Тлароппой еграЦеп \егЧеп, 4епп 1п 4ег 'Таё \утКеп аиЁ деп 
Азбего14 аиззег дет Тарцег ипа 4ег боппе пос Че ап4егеп Р]апецеп. 
О1е Апи\огЬ аш а1езе Егасе Капп пог Чигсь Че Ощетзасвипа 4ег 
Веайз1еграгкец, 4ез Селсвое\у 1 (зритК(ез Г, егГо]веп. 

Ра, а|оетет, ш аПеп КопКгееп ГгоБетеп 41е гесЪ\еп Зецеп ег 
Регепца] о 1е1сВипзеп пог аппарегп4 Ъекапик з14, Капп еше па Зтпе 
уоп Тлароцпой заб Ме Ве\уесипе з1сй 11 \УшКИеЬКец, а15 ипЪеорасВЪаг 
егуе1зеп **. 

У\1г Кейгеп пип 2а 4ег Ашюоарепз(еПипх ипзегег АгБеш 2агаск. 5е1 
#С © поедет аБоезсоззепез Семеь. Ут земеп }е12ё уогаиз, Чазз 
Фе Гбзипо {2 (1)} регло1зсв ши. Чег Регоде 2х 13%, ипЯ Чазз Шге Тгадек- 


10г1е КЕр. Ез зер, Гегпег, 


7% 
О Оо (6) 
И 
уо 6? ете Копз(апце 136. УМ зехеп 
и=еИ 5 (0, 71 =1, +.) П, 


ип4 ЪИдеп 91е ОШегеп а] е1еВипаеп Т@г {2}: 


т 
4: ОХ. 
ОВ - >. а ; | | 
св о. в в (1, ЗА 5») +3} 1(Ь, Фи + в 2п). (7) 
И 
Вегас (еп ум пои 4 С1ееиапсеп шт 4еп Уавайопеи: 
ты п 
Ч. Эм, У 
аа АНУ. 2 _№ 
Фе мы д, С И — И (8) 
=1 


Ра 41е гесВ(еп ЗеЦеп Чез Зузцетз (1) уоп Чег йе, # ехрии Ц пе Ве аБЪап- 
деп, 30 тизз БеКапп те Ъ етег Чег спагаК ег ИзсВеп Ехропеп (еп Цег Г.бзипу 
{?(1)} есь Ма зет. ш Чег уогИесеп4еп АгЪЬеш ремеве 11, дазз 
1аП8 а Пе ап Чегеп спагаКег1зИзсВеп Ехропеп(еп песа:уе Веа1 - 
фе11е БезЦиеп, $0 156 @1е безсоззепе Ттафе Кое К ег рег1оЯ1зсвеп 
Г0зипз {2(1)} роз11у геа]1зтег Баг. 


* = 
О. В. уоп Чет Мотепё сг Во{ескапе Ъ15 дар @скеплуагЕ. 
Оле ТЬсоме Цсг геаИзегБатеп Вемебипзеп 156 №15 7а е!пет ее\у155еп Сгаае 
е1пег Аш фе Цег збоспязИзеВеп Тпеоте ег Чупапизсвепй Зузете дВаИсв. 
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Серия математическая С та петачачме 
П. М. РИЗ 
ДЕФОРМАЦИИ И НАПРЯЖЕНИЯ ЕСТЕСТВЕННО ЗАКРУЧЕННЫХ 
СТЕРЖНЕЙ 


(Представлено академиком Н. Е. Кочиным) 


В статье исследуются деформации растяжения, изгиба и кручения 
естественно закрученных стержней и определяются возникающие при 
этом напряжения. Решатются задачи о растяжении равномерно закру- 
ченного стержня и некоторых неравномерно закрученных стержней си- 
лами, действующими в одном сечении, массовыми силами постоянной 
интенсивности. Рассматривается кручение и изгиб парами, действую- 
щими на конце. Изучаются также деформации естественно закрученных 
стержней переменного сечения. Е 


$ 1. Введение 


В настоящей работе рассматриваются деформации естественно закру- 
ченных стержней, т. е. таких стержней, у которых в ненапряженном 
состояний поперечные сечения повернуты друг относительно друга. Ось 
стержня, там, где это специально не оговорено, принимается прямолинеЕ 
ной и проходящей через центры тяжести поперечных сечений. 

Деформации таких стержней приходится изучать при расчете лопастей 
воздушных винтов, лопаток паровых турбин и лопастей вентиляторов; 
однако, несмотря на значительные требования к точности расчета таких 
ответственных элементов конструкций, как воздушный винт или лопатка 
турбины, в теории деформаций естественно закрученных стержней имеют- 
ся существенные пробелы. 

В том случае, когда линейные размеры поперечных сечений малы по 
сравнению с длиной стержня, так называемые тонкие стержни его дефор- 
мации могут быть исследованы, исходя из общей теории тонких стержней 
Кирхгофа-Клебщша. Однако в этой теории не могут исследоваться дефор- 
мации поперечных сечений и распределение напряжений по сечению; 
кроме того; в этой теории фактически постулируется независимость кру- 
чения от растяжения и независимость крутильных деформаций от естест- 
венной закрученности. Первое утверждение с несомненностью опровер- 
гается опытом, указывающим на явление раскручивания стержня при его 
растяжении. 

Явление раскручивания растянутого стержня впервые теоретически ис- 
следовалось в работе Вудаи Перринга (*) в частном случае эллиптического 
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сечения, однако дополнительные гипотезы, на которых основывались 
результаты Вуда и Перринга, противоречат основным положениям теории 
упругости, а именно, они предполагали, что при растяжении естественно 
закрученного стержня в деформированном сечении возникают касатель- 
ные напряжения, как если бы стержень был первоначально не закручен, 
но зато подвержен действию скручивающей пары; нормальные напряжения 
в деформированном сечении предполагаются такими же, как при чистом 
растяжении. Однако, в силу линейности уравнений теории упругости, 
напряжения в любом сечении при одновременном действии крутящего мо- 
мента и растягивающей силы получатся наложением напряжений “от 
каждой из этих нагрузок в отдельности. я 

При рассмотрении деформаций изгиба в теории Кирхгофа-Клебша, 
кроме некоторых кинематических соотношений, опираются также на 
соотношения между компонентами кривизны и изгибающими моментами, 
представляющими собой обобщение известного соотношения Бернулли (?). 
Справедливость их доказана для тонких стержней, у которых в ненапря- 
женном состоянии кривизна и закрученность так малы, что упругой де- 
формацией, не выходящей за пределы пропорциональности, они могут 
быть переведены в незакрученное и неискривленное состояние. 

В настоящей работе мы отказываемся от требования малости линейных 
размеров поперечного сечения по сравнению с его длиной в смысле Кирх- 
гофа*, поэтому в указанном смысле наши результаты являются более об- 
щими, нежели результаты, вытекающие из теории Кирхгофа-Клебша. 
Мы не будем также пользоваться какими-либо гАпотетическими пред- 
положениями о распределении напряжений. 

Величину естественной закрученности мы так же, как и в теории Кирх- 
гофа-Клебша, вынуждены считать малой, но, в отличие от последней тео- 
рии, порядок малости естественной закрученности никак не связан с поряд- 
ком малости упругих деформаций. Мы рассматриваем здесь растяжение, 
кручение и изгиб естественно закрученных стержней. Вначале мы ограни- 
чиваем свое рассмотрение стержнями, которые при раскрутке переходят 
в призматические; затем рассматриваем некоторые деформации естественно 
закрученных стержней переменного поперечного сечения. 


$ 2. Общие воотношения 


Мы называем естественно закрученным такой стержень, у которого 
в ненапряженном состоянии эллипсы инерции поперечных сечений повер- 
нуты друг относительно друга, но так, что плоскости их остаются парал- 
лельными. 

Как уже указывалось во введении, ось стержня мы считаем прямоли- 
нейной и проходящей через центры тяжести поперечных сечений. 


* Нам придется, однако, пользоваться принципом Сени-Венана, который оправ- 
дывается ие для всех тел, но хорошо применим, например, к телам, прибли- 
жающимся к пластинкам. 


ДЕФОРМАЦИИ И НАПРЯЖЕНИЯ СТЕРЖИЕЙ 451 


‘ 


Начало координат выберем в центре тяжести одного из сечений, 
оси х и у направим по главным осям этого сечения, а за ось < примем 
ось стержня. Поворот сечений относительно произвольно выбранного 
начального сечения определяем углом 9 (2). Наряду с этой системой 
координат рассмотрим местную систему &, ди С; оси & и чл совпадают 
с главными осями каждого сечения, ось 5 совпадает с осью д и с осью 
стержня. Мы рассматриваем стержень естественно закрученный в отри- 
цательном направлении отсчета углов. Легко получить следующие 
соотношения между основными и местными координатами: 


=2608&—узша, д=ёс08& Рузта, 
ч=хзтя--у603%х, у= — &3т2-- 16089, \ (1) 
(==, 2—5, | 
а также соотношения между производными: 

д д - д 

‚- = 08 хита 

9. Е 9 От ’ 

О за. |- ©0$ 9 " ‹ 

р аи Ре: | (2) 


# © _ аа „о ) | 
ны (Е т-та “4 


Уравнение боковой поверхности естественно закрученного стержня 
запишется следующим образом: 


[(5, т) =0, (3) 
либо 
1 (х с0з 9 — узтя; хзтая-- ус0$ 9) =0. (4) 
Это означает, что после поворота всех сечений на угол я (2) наш стер- 
яжень переходит в призматический. 
Направляющие косинусы нормали к боковой поверхности с0$ их, 
с03 пу, с03п2 пропорциональны производным ].,, |, и ],, а эти послед- 
ние определяются следующими формулами: 


ВЫ {Е с0$ & - зто, 


дх 

д Е ? 

и = —Импа + сова, 2 (5) 
9} ар , 

ЕЕ ЕЮ. 


Основным исследуемым в настоящей работе является случай равномер- 
ной закрученности, когда 


# (2) =0%; | у 
и | 


случай неравномерной естественной закрученности рассматривается 
в. 8 0)- 

Величину 0 мы называем естественной круткой. Мы будем в настоя- 
шем исследовании считать эту величину малой (там, где специально 
не оговорено противное) и поставим себе задачей решение уравнений 
теории упругости с точностью до 02, сохраняя вследствие этого во всех 
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выкладках лишь величины первого порядка относительно 0. При этом 
формулы (1), (2) и (5) заменяются следующими: 


=%—105,. х=Е 1063, \ 
1= 203 + у, у= —8 02-71, | (Ла) 
о ие 
д д д 
т 
д д д 
= | (2а) 
9 д д д 
о ЕО 
ре Ве 
В 
При 
к = | (5а) 


$ 3. Растяжение силой, приложенной на конце стержня 


Рассмотрим задачу об упругом равновесии стержня под действием 
растягивающих усилий, равномерно распределенных на торце и стати- 
чески эквивалентных силе Р, параллельной оси стержня и приложен- 
ной в центре тяжести свободного торцевого сечения. Зададимся сле- 
дующими выражениями для напряжений: 


1 $ 
= р-+р6о@, ор 03%, | 


(1 1 

хх = Р 0 ее , бх; = Вр 0 Не , (7) 
(1) (1) | 

буу = Р0буу , бу’ = р 9. ) 


12 1 
Здесь р==; 5 — площадь поперечного сечения; с и пр. некоторые 


неизвестные величины, которые мы будем разыскивать как функции 
от координат &, м, 6. 

Напишем уравнения равновесия, пользуясь формулами (2), в которых 
с принятой точностью полагаем: 


80. В) 


ОТ: 


1 
замечая, кроме того, что производные от 5 и других дополнительных 


напряжений по координатам 2, у, д мы вправе с принятой точностью 
считать равными производным по &, \, 6, получим: 


Се . 9-(1 
го мк жж . ы 

м 

9 д до 

х! уу у: 

Ин =, (9) 


д д: 9-0 
2 _ у: 22 
т 


у 
— 
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ы 7 5 
Пользуясь формулами (5), напишем условия, выражающие отсутствие 


напряжений на боковой поверхности 
о ео и = 0, | 
ай зи м =0, (10) 
о | 
\ этим уравнениям следует присоединить такие условия совместности 
для добавочных напряжений; мы их, однако, здесь не выписываем, 
так как в данном случае они с принятой нами точностью сохраняют 
обычную форму. 
Мы удовлетворим всем этим условиям, если примем 


9. 
и), 


(1 ы 9 = 

бр ВА 5-2), (11) 
(1) (1) (1 1 

бух и ый 5, 0. ) 


Здесь © (&, 1) — функция кручения для профиля ] (2,1) =0, удовлетво- 


ряющая уравнению Лапласа \/*‹ =0 и граничному условию 

р! ра Е 

: © == 22 2 

т) 

на контуре сечения; А — некоторая константа, определяемая из требо- 
вания равенства нулю крутящего момента в поперечном сечении: 


(ео уг) Чат = \ \ 502 — по) аат=о *. (12) 


Отсюда находим 


У 
К=т, 


где /›— полярный момент инерции сечения, а Т —его геометрическая 
жесткость на кручение. Легко убедиться в том, что в силу выбора 
начала координат в центре тяжести сечения и известных свойств функ- 
ции кручения удовлетворяются также условия ^ 


1 1 
ор ават= Фават=0, 
откуда следует, что в поперечном сечении дополнительные напряжения 
статически эквивалентны нулю. По принципу Сен-Вевана мы можем 
утверждать, что найденные напряжения действительно будут иметь 
место в сечениях, далеких от торцевого, если стержень растягивается 


силой Р. 
Приводим окончательные формулы для напряжений: 


22 К 
иен (и-О. | р 
иевеин(р-0}. 

* Якобиан ее — 1, интегрирование распространено по площади торцевого 


Р (=, 1) 
сечения. 
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Несмотря на малую величину произведения р0, напряжения 5х: И 0,: 
могут быть все же весьма значительными, так как, выбирая профиль 


достаточно тонким, мы можем отношение — сделать сколь угодно 
большим. 
Приводим еще частный случай этих формул для стержня эллипти- 
ческого сечения. Для эллиптического контура с полуосями а и 6 
2—5, Л, (+40 


© Е 1) Рука ры 9; т. 10702 5 


и мы найдем у 
ое а? 
6х: =Р 0% РО р 
: 2 — а? | (14) 


2а? 


бу: = р 


Остановимся на случае, когда а много больше чем 6; тогда при малых 0 


уг 0, (15) 
а? 5) 
бхх АУ — р 0% 22 . 


Касательные напряжения от растяжения достигают в этом случае 
наибольшего значения в вершинах малой оси эллипса и 


2 
(5х2) тах С ие > (16) 


Для перемещений мы обычными методами получаем следующие формулы: 


р /Л о фехр 
ПЕ и ит 


р9 ГУ КР 

БР (1) ау, | (17) 
Эл т. 

= РФ Е =. ] 


Здесь р — модуль сдвига, у— коэффициент Пуассона; формулы для и ибо 
выражают обычное сжатие, всегда сопровождающее осевое растяжение, 
и, кроме того, некоторую раскрутку стержня, причем величина этой 
раскрутки на единицу длины (обозначаемая нами <) определяется 


формулой 
9и/ 
<= (1—4). (18) 


По формуле Вуда и Перринга, выводившейся также с точностью до 02, 
следует 
РЕМ 
6. 

к ЯД 
где Л; и Л, — главные моменты инерции сечения. Из сравнения с нашей 
формулой видно, что результат Вуда и Перринга приближенно спра- 
ведлив для тонких сечений, для которых /р очень близко к Ле, и величи- 
Л: 
т . 

Естественно, что формула (18) приложима в том случае, когда упру- 
гие деформации малы и величина * во всяком случае не превосходит 
величины 0. 


ной /,, так же как и единицей, можно пренебречь по сравнению с 
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Легко видеть, что перемена знака у Р, т.е. замена растяжения 
сжатием, ведет к изменению знака уз и, следовательно, раскрутка 
стержня при растяжении заменяется дальнейшим увеличением закру- 
чивания при сжатии. 

Мы ограничились здесь выкладками с точностью до 02, однако 
точность может быть повышена и вся задача может быть решена с точ- 
ностью до 03. Так как влияние членов второго порядка малости 
на окончательные результаты для напряжений и перемещений незначи- 
тельно, то мы не излагаем этого вопроса в настоящей работе. 


$ 4. Растяжение масеовыми силами постоянной интенсивности 


Представляет известный интерес рассмотрение случая растяжения 
массовыми силами. Простейшим будет случай постоянной интенсив- 
ности, который мы здесь излагаем. 

Напряжение для незакрученного стержня определяется формулой 


6:2 =р2, 
где р — интенсивность объемных сил, остальные компоненты напряжения 


равны нулю. 
Мы задаемся следующими выражениями для напряжений: 


1 . 1 
в: = ре -- 2036, ЗН) == 63°, | 
1 1 
Е бе, 9х2 = рб, (19) 
0 су: = рбз@) 
буи = 603, ео 
Уравнения равновесия для добавочных напряжений будут обычные: 
а 1 а 
9: а - Ы р ре: в ] 
ОО Он 
2 (0 а а 
9:6) д: а д: я 0 й (20) 
9: 91 в. О 
9) 9:00 9: | 
Хх? а Е 
т 0. ] 


Граничные условия на и поверхности: 
й. ВР 5 ом = —0, 
О, (21) 
ит о ( (рн — А) = 
Уравнениям равновесия и третьему граничному условию мы удовлетво- 
рим, положив 


5 =яЕ+ А (2:1), ] 
а А (1, | 
о = ди? тй (9—5, р (22) 
а НА (+ Ы), | 
80) = -Ея Е ) 
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Условиям совместности мы удовлетворим, если положим 

5 — 24 — 20+ АЕ ВТС (23) 
и выберем в качестве Р бигармоническую функцию, удовлетворяющую 
уравнению 
АО? (24) 
Первые два граничные условия приводят к следующим условиям для 
функции Ё на контуре сечения: 


О ‚ ОЗ, 
ее = А-а в=0, | 
_@ -|’ 


0? 7й. ‚ 
РЕ + [55 = к (+) | К=0. | 
Постоянную А определяем так же, как и в предыдущем параграфе, 
из условия равенства нулю крутящего момента в поперечном сечении, 


(25) 


и и чение 2. П А, Ви С опре- 
и получаем длязнее прежнее значение Т . остоянные д, и опре 
деляем из требования 


АА 3 Еат=0. 


Перемещения слагаются: 1) пз обычных перемещений, вызываемых 
растягивающими силами также и в незакрученном стержне, 2) неко- 
торых перемещений, дающих плоскую деформацию, 3) перемещений, 
зависящих от констант А, В, С, и 4) перемещений, соответствующих 
раскручиванию стержня. 

Последние персмещения имеют следующий вид: 


вы) Ур 52 

О | 
._2 

те ы 


| 
Для раскрутки получим следующую формулу: 


= (17-1). (27) 


Обычные перемещения от растяжения: 


и = — ая, 
= -- у 
Е 5 Й (28) 


2 ие | 

И == а =) (2. ну) ) 
Плоская деформация и напряжения бух, бум, ху, 6 Легко определяются 
для некоторых простых контуров. Мы доведем решение задачи до числен- 


ного результата для стержня с оллиптическим поперечным сечением. 
В этом случае 


=, (29) 


константа 


== Т < ла? ) (30) 
($1) = и $1}; (31) 
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функцию ГР мы будем разыскивать. в виде 
Е2 2 
РЕСИН С, (1-м). (32) 


: р Е > Ч 
Выбранная таким образом функция удовлетворяет уравнению У’ =(0). 
а из граничных условий после некоторых простых вычислений мы 
найдем 
а? — 62 а? — 52 


С = 5% 


(33) 


Для напряжений получим следующие окончательные формулы: 


0 Е =? 12 
о УЕ | (@ — 67) т бы 1) › ] 
„ 6 — а? 
Ры 9х = 0 — = 1, 
3 фа — ы а, | 
6: = р2 + рд- Е 61, в 400% о ) 


Для такого эллипса, у которого «20, весьма значительными будут 
касательные напряжения с;:, если же $ »а, то основным касательным 
напряжением будет напряжение с,.. Напряжение 5х, В этих случаях 
мало, либо по сравнению с в,: или в,., если только одна из полуосей 
эллипса не становится по размерам сравнимой с длиной стержня; 
в последнем случае напряжение с, также может стать весьма значи- 
тельным. 
Наконец, приводим полную систему перемещений: 


}__ №. Фо И, ШИ 
йе Я О о а во | 
р и сын * О а На ТН | ор 
р Е 987 в ) ваз 2 — в 12 7 м. | (35) 
Ри: к а: 
их (2—2) Ро С ЕУ Е 


$ 5. Случай переменной сетгетвенной крутки 


Рассмотрим случай, когда угол поворота в сечении в ненапряжен- 
ном состоянии определяется следующим законом: 


(9) = (36) 


и крутка 
ОЕ (37) 


Задаемся напряжениями, соответствующими растяжению стержня силами, 
действующими на его конце: 


оо. я ОИ — 0130) т 
бух —= 20,5‘. х. ) ‚ == И | (38) 
) 


1 
бу) ае: РО, ео бу: —= — р0,5' а 
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Составим уравнения равновесия и граничные условия. Для добавочных 
напряжений получим: 


РАЯ 
д д Е | 
1 1 1 
95 нт дс й 6 9: =0 ‹ 
дЕ дт д5 ь (39) 
д: — 95) 
дЕ о 


на 0, 
о Е 090 7, 0, 
в ЕО НС (4, — 11.) =0. 


Уравнения равновесия, так же как и условия на свободной поверх- 
ности, полностью совпадают с уравнениями (20) и (21) $ 4 и, следова- 
тельно, для напряжений и перемещений можно переписать оттуда 
соответствующие выражения с заменой р0 на 00.. 

Таким путем получим: 


(40) 


биг = рб, {15 А (9: —1)}, у 
иг = рб {ФН (+), 
ро Ах о 
хх = рб, \ д? т—Ё (5—1 а 
9?Е С ` 41 
буи = рб: Я | ы 
92Р 
бу = — р8, ав? 
и далее 
еньсУЙ РВ: ( 5 р 
8 Е - 4) -- рбли (х, И — 26°, 
к у р0 258 
в = ру Е (2 в 6 - + рвиь (2, У) — рб, (42) 
ор №06 . — А+ ВУ С 
ИЕ на А $ (5, 1) = рб (х, у) + рб, ие 
и < 
вЫ р м ‹ 
= (2-1) ей ее > (43) 
Обозначения те же, что ив $ 4; и и. > перемещения, соответ- 
ствующие плоской деформации и не и на раскрутку. 
Без труда можно рассмотреть также случай, когда 
2 
а (2) =02- 0 (44) 
и 
й 
да 
0+6, (15) 


В этом случае дополнительные напряжения и перемещения получаются на- 
ложением соответствующих величин для задачи с постоянной круткой и с 
круткой 02. Мы не приводим полностью всех окончательных резуль- 


А 
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татов (они легко могут быть получены сопоставлением соответствующих 
формул $ Зи $ 4) и даем здесь только формулу для раскрутки 


= (2—1) 940,2) — Е =. (46) 


$ 6. Кручение естественно закрученных стержней 


Мы уже указывали во введении, что в теории тонких стержней 
Кирхгофа постулируется независимость крутильных деформаций от 
естественной закрученности; в этом параграфе мы рассмотрим кручение 
‚естественно закрученного стержня под действием нагрузок, приложен- 
ных к торцевым сечениям стержня и создающих крутящий момент. 
Как и в теории Сен-Венана, мы считаем, что эти нагрузки распреде- 
лены по торцу, так же как и в каждом сечении, и задаем только 
Мо— момент пары, статически эквивалентной нашим нагрузкам. Мы 
ограничиваемся случаем равномерной закрученности: 

9%) == 0х, 
Чтобы избежать некоторых затруднений в условиях совместности, мы 
будем исходить из выражений для перемещений и зададимся перемеще- 
ниями, соответствующими перемещениям незакрученного стержня, 
с некоторыми искомыми добавками — функциями от &, 1, 6. 
Итак, положим 


и = — 2 - би, 
 =122-- 050, ы. (47) 
м5 (6 + =0 0 


(здеъь О —ы и ьТ — жесткость на крученив соответствующего призма- 


тического отержня ) . 


Определим компоненты деформации по известным формулам 


ди 
&хх = 5 > 


| 


м Ом де 
и о 


воспользовавшись при этом дифференциальными соотношениями (2). 
Затем по формулам, связывающим компоненты деформации с напряже- 
ниями, найдем: 
1 
дак = ОН - <05® , ] 
(1) 
ми “бои 


= (0-2) НИ -- 5035, 
= <05 9) , | 


5 ее ( (1) ь 
Здесь Х ив константы Ламе, И = 2, -12:, 9х, 9х и т. д.— неизвест 


ные дополнительные напряжения. 
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Снова применяя формулы (2), напишем уравнения равновесия: 


от. Чате АОН 0 ) 
08 о На + А-В) Е 0, 


9=@) 9:0) а-@) 


й бл ; 9Н 

— т Е — НЕ (2. НЕ 2) -5 0, $ (49) 
1 1 1 

д5@) дз) г „0 0 

Ро 5 ; 


Граничные условия имеют следующий вид: 

о ИНАНЕ-Ь (9—1) (4,119) =0, 
ай ра ННАНН-Ь (94-9 (&{,—1/) =0, (50) 
0. 
Эти уравнения формально соответствуют некоторой задаче об упругом 
равновесии под действием системы объемных и поверхностных сил. 


Условия совместности для такой задачи могут быть записаны следующим 
образом: 


э_(@) ‚92; @) И] : 9*Н 
У "5х 9=2 п - 2 (А ь) д=2 , ) 
5 5 92%, а) Л о. 92Н 
У Зуи - 02 тия М '.) дт? ? 
(1) 
> 0 ак Е 5 
\"с;: + а ам" 
т. ду РАВ» р за а 9>Н . (51) 
Хх Эх = ТЕР У — д ( Е ЗЕ 
20) 
> 03У; и Пе 
Эа 'д= 9= =” 
о_(1 9%» 1 
25 = й я г а. = 0, 
О> то ) 


где 
= = во Е о в . 
Попытаемся удовлетворить всем написанным условиям, положив: 
5) ==0). 
30) 0. 


5 == — (+ в) И- 


= 
==: — 
“2 ы-7' 
. 
и ие 


рр 59 
(1) О? 92 
ци = — (Аи) И- 0:8? ое 
(1) ес ‘о 
Е * (5 Зах 7 ЧЕ.) У 3) , 
(1) 02! 
ОН : 
х О: д ? 


ыы (0) х ; хе 
где 5;: завиеит только от; и м Е таке исцкоторая пока неизвест- 


ная функция от и 1. Введем еще обозначение 
50) ао. 3 (6) у 
з х 5 м = (53) 
Голда 
50 ыы У И = \: (1) р ‘) () . 


ии) ЕЕ Е. (54) 


а — НР 
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При сделанных предположениях тождественно удовлетворяются все 
условия равновесия, третье граничное условие, а также два последних 
‘условия совместности. Первые четыре условия совместности ‘при учете 
того, что 


МИЯ! == (0). 
дают 
и =0. й 
02:0) 02.0) (55) 
ов = обв =0, 
откуда 


0 й 
с) = А+ ВС, 
и, следовательно, 


с = УР — 2 (А-В) УН-- 4-+- ВЧ+ С. 


Ностоянные А, В, С определяются из следующего требования: нагрузки 
в торцевом сечении должны быть эквивалентны крутящей паре, откуда 


\ \ с. @&ат=0, | 
| ваёат=о, (56) 
\ \ 12..48ал=0 

(интегрирование распространено на площадь торцевого сечения). 


Заметим Также, что удовлетворяются следующие условия в попе- 
речном сечении: 


\ ) а \ \ = \ \ а ЧЕаЧ \ \ за ал=о (57) 


и 


\ \ (п. — уз) 91а = Мо. (58) 


Для полного определения функции / необходимо еще учесть два 
первых граничных условия, которые перейдут в следующие контурные 
условия для функции РЁ: 


92Ё Н ; 0 „, - ‚ ; м ; 
О А 


9Р 


ое [баз -— ВИ | ЕН (9 4) =0. 


Ззозвращаясь к папряжениям, мы можем установить, что касательпые 
напряжения в поперечиом сечепии определяются следующими форму- 


лами: 


оо (60) 
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Остальные напряжения выражаются через функцию Г; важно отметить, 
что все эти напряжения не зависят от 2 и соответствуют некоторому 
плоскому напряженному состоянию 


9?Р \ 
О Ни}, | 
г 


с, = — “0 ыН-=» | : 

дЕ 

д: дт ’ 

с., = “0 {УР -- АЕ Вч-+ С}. 


Для перемещений найдем 


(61) 


бху = == 70 


ш=Ф (Е, 1) 62. ев +=), 


Эа 


Из того, что и и © представляют плоскую деформацию, следует, что 
они не влияют на крутку, которая сохраняет таким образом то же 
значение, что и в классической теории кручения призматического 
стержня. В силу условия 


\ \ (23,: — уз.) агау=М, (63) 


о котором уже упоминалось ранее, мы получаем классическую завиеи- 
мость между круткой и крутящим моментом 


Мая | Ра 10 49 (64) 
с сохранением обычной формулы для геометрической жесткости 
т а 5) 42а. (65) 


Таким образом, перемещения слагаются: 1) из обычного кручения, 
2) некоторой дополнительной «плоской» деформации, определяемой фунх- 


циями и, ©, 3) осевого растяжения или сжатия, характеризуемого 
конетантой х, причем сжатие имеет место в том случае, когда упругое 
кручение направлено в ту же сторону, что пи естественная закручен- 
ность, 4) некоторого дополнительного искажения поперечных сечений, 
зависящих от 5. Чтобы получить изученную здесь деформацию, следует 
определенным образом распределить по торцевому сечению внешние 
силы; мы полагаем, однако, согласно принципу Сен-Венана, что в слу- 
чае иного распределения сил отклонения от найденной ра. будут 
пметь характер местных возмущений. 

Интересно отметить также известное сходство между деформацией 
кручения естественно закрученного стержня и так называемой больитой 
деформацией кручения, т. е. деформацией, при которой нельзя уи:е 
пользоваться линейными соотиошениями теории упругости. 
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При такого рода деформациях, изученных автором настоящей работы 
для круглого цилиндра (3) и Д. Ю. Пановым (4) для эллиптического 
цилиндра, закручивание также сопровождается осевым сжатием и неко- 
торыми добавочными деформациями, по характеру схожими с добавоч- 
ными деформациями, возникающими при кручении естественно закру- 
ченного стержия. 

В этой связи интересно отметить, что энергия деформации с точ- 
ностью до 0” определяется в нашем случае величиной 


АЕ ТЕ х | \ 6.0 (3, 1) аЕ ат. 


Легко показать, что для контуров, обладающих центром симметрии, 
последний интеграл равен нулю, если начало координат совпадает 
с центром симметрии. 


$ 7. Изгиб естественно закрученного етержня парами, 
приложенными на конце 


Будем исходить Из напряжений, возникающих при чистом изгибе 
призматического стержия. При этом, если плоскость изгиба есть глав- 


ная плоскость 103, то 
Е ОЙХ, 
где Зет ‚ М — момент изгибающей пары, Л, — момент инерции попе- 
речного сечения относительно главной оси (9). 
Остальные напряжения в призматическом стержне равны нулю. 
Мы ограничимся случаем равномерно закрученного стержня и зададимся 


следующими напряжениями: 


дух == — ЗЕ 9050 зу = 3050, 
с 1 ре 1 

сих = 3050, еб И (66) 
3050 Е 3050 


Теми же методами, что и в предыдущих параграфах, составляем урав- 
нения равновесия: 


1 1 1 
05 е а д я ) 
05 7 95 } | 
95 0: 030) 
о 67 
950 д 90) | 
ву 4 у: м 
В а ) 
Условия на боковой поверхности: 
(11 г 1)”.;* 
хе Е ен =1=0, | 
в) Пр 
Я &-+ я ч=0; { (68) 


ие ен ныы 


5 
с д 
Мы видим, что задача определепия дополнительных напряжении 5хх 
и пр. формально соответствует задаче 00 упругом равновесии под дей- 


ствием поверхностных сил. 
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Сформулируем также условия на свободном торцевом сечении. Пусть 
торцевое сечение характеризуется значением 2=0 и в этом сечении 
напряжения статически эквивалентны изгибающей паре, действующей 
в плоскости 205, совпадающей на данном сечении с плоскостью 0 
(угол а=0). Момент пары М и вектор момента параллельны оси 5. 

Для этого требуем, чтобы в сечении 2=0 


лает 0, 
; 


(69) 


\ \ (3: — 13х2) аа ==0. } 


Всем перечисленным условиям попробуем удовлетворить следующим 


образом. Пусть ыы Пао 
7 


О 

1 - 9 2 
Ю-В, 

(1 о 91 > 

— 852 =- р НЕ 50 , 


где ф=9 ($, 1). 

Мы покажем, что можем выбрать функцию ® и константу В так, 
чтобы удовлетворить уравнениям равновесия, условиям совместности 
и условиям на боковой поверхности. При этом могут остаться невыпол- 
ненными условия на свободном сечении; последние мы удовлетворим за 
счет напряжений 5%, 00) и °®, для которых получим уже, таким обра- 
зом, некоторую задачу об упругом равновесии в отсутствии массовых 
сил на боковой поверхности. 


В дальнейшем мы будем пользоваться следующими обозначениями: 


— р 9. 
бд = — ВЕН : 


ЕЯ 
= 1 0у 
Вуз == р не дл ? 
и тогда г. 
(1) 2 
баз == 9х2 -- а , 
(1 > в. 
би == 5: - ы 


При сделанных предположениях первые два уравнения равновесия 
дают 


9) 92) 
в т: 
О - Оь о. 
Из третьего уравнения находим: 
и (10) 


ее 0 (у 


ДЕФОРМАЦИИ И НАПРЯЖЕНИЯ СТЕРЖНЕЙ 465 


Часть условий совместности выполняется автоматически, остальные 
дают 


2_(2) 9%) | 
\ “ох = И :- хе `0: 08 0 
1 9°®) 72 
"А ит ие т 
$720 — 0, 
и затем 
й $2 =0, 
Е (73) 
Последнее условие и условие (70) совместны, если 
и 
арий 


Перейдем к условиям на боковой поверхности; из них, с учетом только 
что найденного значения В, получим 


А 
и ВР, =0 (74) 
и, кроме того, 
о Е - а | =0. (15) 


Итак, для функций ф мы получили следующие требования: внутри 
контура / (&, 7) =0 она удовлетворяет уравнению 


9%—Ет=0 (76) 
и на контуре требованию 
й З й 
Нл ВВ. (77) 
Задача определения би удовлетворяющей написанным выше тре- 
бованиям, весьма сходна с задачей отыскания так называемой функции 
изгиба и может быть разрешена для многих. простых контуров, так, 


например, для эллипса Е 


. : 1: аи а) 
ф=Ё о а : а? -- 362 ь (7 321) 

ПА. 8-08 
= а ы - (78) 


э Пе (2) 
„Для того чтобы перейти к определению о, 5 и 0;:, выЧислим 


Дашава и (ие 
реа ья Се} 
—_ фы -(—1/) 4 =Е. феелачнетая) = 
Е. } ету аан=Е. (9-2, 
| (сыт = Еф (1) 4з= Еф (ва ета) = 
=2Е ( | и 4ч=0 


{если & и 1— главные оси изгиба). 


} 


7 Известия АН, Серия математическая, № 4 
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Теперь легко установить условия в сечении 2=0 для напряжений 


9%, 0) и с®. В первую очередь отметим следующее: 


\ \ ® ЧЕач=0, 
о аеат=Е (А. 
Кроме того, следует удовлетворить условию 
бе? — во) ат \ } (её — 8+) ат =0. (80 


Заметим, что в частном случае сечения, имеющего центр симметрии, 


\ \ (16х: — 8) 4 = 0. 


Мы удовлетворим упомянутым условиям в свободном сечении, а также 
уравнениям равновесия, условиям совместности и граничным условиям, 


если положим 
2 д 
9 —т (5 УЕ т) а , 


т (Е +». ЕЕ м, (81) 


(79) 


Е 
а 


где ф›— функция изгиба, удовлетворяющая уравнению 


Уь- ИУ) у. (фл =0 (82) 

и контурному условию 
№ УЕ (А Л) оз (п 83 
О = М: (7: — Л) 2 оз (п,1). (83) 


Функция Ф есть функция кручения константы и определяется равен- 
ством (80), требующим равенства нулю крутящего момента в сечении 
2=0. 
Перейдем к определению перемещений; положим 

и = ио- Вби -- Вви®, 

о = о, -- 865 -- Вв.®, 

= мо -- В -- Вб% 
Здесь и, 0, #, — перемещения, соответствующие деформациям призмати- 
ческого стержня; и, ъ, % — перемещения, обусловленные системой напря- 
жений с;) и 09; и®, 5® и и обусловливаются напряжениями 


(2 (2) 
в°), бу: и 9). Перемещения нй 2, и $, хорошо известны: 


В [22-5 (22—92), 


2, = Вуху, (84) 
Ти = — Вх. 
Займемся определением и, 5 и # как функций от &, 1,6. Учтем, что 
д% _ди _ д _ 
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так как 
бух == уу =: =0 
Отсюда заключаем, что 
#— ($, 1) 
Далее 
1 /д+ Е 
Ро = —Е+) 
Отсюда 
99 т ге А 
Ре аи 
Учитывая, что 0, 
р 0 Л = Е 
=ъ( — Фо ] =- 85 
Аналогичным способом получаем: 
а В 
9 Г т 2 ) ? 
до _ д И т ул ы 12 
95 бт в $ г 
95; 0 
или учитывая, что ›,=0, 
9? Л те 
де ( —#) о (80) 
Так как о.,=0, то _ 
ИВО 
т й и 
.9 _ 
откуда 
= Е 
уе “) Я 87 
9% ( пы `В то 
Из равенств (85) — (87) заключаем, что 
1 Е 
С ] 
(88) 
ито рЕеы. | 
А А 
Тогда у 
ИЕ 
9: М $1, 
ана 
5 р 
и наконец | 
2 
Ва | 
У р (89) 
= — = 56, ) 
|? 


Разумеется, к этому могут быть добавлены произвольные перемеще- 


ния, соответствующие движению твердого тела. 
+ 
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Заметим здесь, что найденные перемещения не вызывают изгибов 
оси стержня, так как при &=0 и 1=0 и=й=0, и, следовательно, 
перемещения определяют лишь некоторое искажение поперечных сече- 
ний. 

Перемещения и®, с®) и %®) в свою очередь слагаются из перемеще- 
ний, соответствующих перемещениям от изгиба некоторой силой, прило- 
женной в центре тяжести сечения, и некоторого ‘дополнительного пово- 
рота сечений, характеризуемых константой т. Заметим, что в случае 
симметричного сечения т=0. и дополнительный поворот сечений отсут- 
ствует. 

Из перемещений от изгиба, имеющих обычный вид, выделяем пере- 
мещение оси стержня, т. е. значения и®), 5) и %@®) при у=х=0: 


и® = 0, ) 

ь ай 1 а | 
Ее ое ® 
и® —0. | 


Собирая все выражения для перемещений и полагая в них < =у=0, 
находим форму деформированной оси стержня, или, иными словами, 
форму упругой линии: 


2=1 (2—10)?, 
У: Л ( (91) 
Е 1 1 
у М ар 1 ге). | 
или, подставляя вместо В его значение а. находим 
кл 
е 2—1) 
О | 
й (92) 
— я] НС: 
у а 9 чай 
Определим кривизну упругой линии: 
425 М 
и | 
т а р (93) 
2-1) | 


4? 47 
5 и г можно рассматривать как компоненты кривизны ). 
Сравним наш результат с результатами, вытекающими из теории 
Кирхгофа, причем воспользуемся формулами, выведенными С. А. Тумар- 
киным (5). В наших обозначениях эти формулы примут следующий вид: 


4х __ _М (6050: | таб: 
Пе Ре тт ) р 
49 М1 о - (94) 


ча = ТА й 311 0 с03 02. ] 


Очевидно, что с принятой нами точностью с0305=4, зт Эа. 
$11? 05 =0, и формулы С. А. Тумаркина совпадают с нашими. Заметим, 
что формулы, вытекающие из теории Кирхгофа, выведены с помощью 
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дополнительных гипотез о зависимостях между компонентами кривизны 
и изгибающими моментами, тогда как наш вывод не содержит подобного 
рода допущений. 

Полученные результаты естественно обобщаются на случай, когда 
изгибающий момент имеет слагающие, действующие как в направлении 


оси т, так и в направлении оси у. Обозначим последнюю компоненту 
г’ М’ ‚ 
через /{’ и Е. через. В’. Легко получить выражения для напряжений 
Е 


и перемещений в этом более общем случае, суммируя уже полученные 
результаты с аналогичными выражениями, в которых меняются ролями 


= 


оси + иуи, соответственно, 6 и 1, и, как уже сказано, /{ заменяется 


на 1’. 


Приводим только формулы для кривизны упругой линии: 


ат М Л Л М’ 
И, хе 
и в М '_ 
Я 22 У, г) Е У: Аа ) 


Мы рассмотрели здесь задачу об изгибе стержня парами, действую- 
щими на его конце. Ценой некоторого усложнения выкладок можно 
рассмотреть изгиб стержня силой, действующей на конце, причем метод 
решения задачи остается совершенно тем же; подробного рассмотрения 
мы здесь не приводим. 


$ 8. Деформации естественно закрученного сужающегося етержня 


Мы рассмотрели основные деформации такого стержня, который гео- 
метрическим поворотом поперечных сечений вокруг оси стержня может 
быть обращен в призматический. Перейдем к рассмотрению более общего 
случая — естественно закрученного сужающегося стержня. Мы исполь- 
зуем при этом метод Панова [$], примененный им к решению задачи о 
кручении сужающегося стержня, и рассмотрим основные виды дефор- 
маций, т.е. растяжение и изгиб естественно закрученных и сужаю- 
щихся стержней. 

В работе Панова рассматривался стержень, боковая поверхность 
которого определялась уравнением 


Из (1+2), у (1+ 21 =0 (96) 


или 


если ввести вспомогательные переменные 

== (1-55), ч=У(1-Е #2. 
Мы рассмотрим стержень, боковая поверхность которого определяется 
‘ледующим более сложным уравнением: 


1 { (2 с0з х — узт а) (1-Е #2); (хзша-- 008 9) (1-Е 1Ё2)} =0. (97) 
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В предыдущих параграфах мы пользовались переменными 


&=4060$ % — Уз %,, 
1 =591щя- ус0з&, 
© = 


5. 


`Теперь введем новые переменные: 


| 


(1-Е К2), 
тие, | (98) 
= 


| 


: 
т 
С 


(вводимый нами коэффициент `/ позволит выбрать разные законы изме- 
нения для взаимно перпендикулярных линейных элементов поперечного 
сечения). 

Тогда уравнение боковой поверхности стержня примет вид } ($, 1) =0. 
Мы полагаем а = 02; параметры @ и Ё будем считать малыми и во всех 
вычислениях будем сохранять только члены первого порядка малости 
относительно Ё и 0. 

Нам понадобятся следующие дифференциальные соотношения между 


основными координатами х, у, < и вспомогательными &, 1, ©, выведен- 
ные с указанной точностью: 


д д -9д д 
== 0; — 6 У 
дх В ее д: 
д д д. о 
в гы 
к о (99) 


вита) (ям) - 


В дальнейшем, там где не возникает опасности смешения, мы будем 


опускать черточки над &, п, С и писать кратко Ё, т, С. 
а) Растяжение осевыми силами, действующими на 
конце стержня. Зададимся следующими напряжениями: 


ва: = р-- рвз -- ркз, 
АЕ рбзз - рАо | > 
= рб + РК. с, 
сху = 63 -- рз®, 

бух: = р0з®) ле ркз о 
су: = р0з0 -- рЁз0. 


(100) 


Р (1) 
Здесь р= $; 1). --) в) — искомые напряжения. Ввиду независимости 


параметров 0 и К уравнения равновесия, условия на боковой поверх- 
ности и условия совместности распадаются на две группы: уравнения 


для с. и пр. и уравнения для 5% и пр. 
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Задача определения первой группы дополнительных напряжений пол- 
ностью совпадает с задачей, решенной нами в $ 3; урэвнения (9) — (10) 
и формулы (11) (16) сохраняют свою силу, только $, у, © должны 
быть заменены на & 7, 6. Для второй группы дополнительных на- 
пряжений мы получаем следующую задачу: уравнения равновесия 

о па лос 


ху х7 

на Е =0 

д: 4 т д: ’ 
аз“) 95(2) 9=(2) 

ху 

т . о о 
=(2 2 _( 
20 0 90 | 


РИ ИЕ 5 


условия на боковой поверхности 
8.5 +59 .]: =0, 
(2) Е 4 °®). 1: =0, (102) 


ху уу 
ао А (2 с А 
о Ро, Е СТЕЕИ) =: 
Всем этим условиям, так же как и условиям совместности, можно 
удовлетворить, положив 


ее 
си? = — 1 (103) 


Если местные оси координат являются главными осями сечения, то 
найденные дополнительные напряжения не дают ни крутящих, ни из 
гибающих моментов и сохраняется равенство 


| \ аа) =. 


Последнее станет ясно, если мы заметим, что 
Х (х, Е 
а (1-6 
Е 
Найденным напряжениям соответствуют следующие дополнительные 


перемещения: 


а 
; К 
12(2) — = (1 -- 1) г 2 (104) 


о Р-Н [ ау) ] — 2% я. 


Окончательные выражения для напряжений и перемещений полу- 
чим, суммируя соответствующие величины с индексом 2 и величины, 
определяемые формулами (13) — (17) $ 3. 

В обычном расчете на растяжение сужающихся стержней, проводи- 
мом методами сопротивления материалов, не учитываются напряжения 
50) и 50). Очевидно однако, что эти дополнительные члены после умно- 


жения на рк дадут весьма малую величину, так что обычный расчет 
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является в этом пункте вполне достаточным для практических целей. 
Мы уже указывали, что дополнительные напряжения, возникающие от 
естественной закрученности и, разумеется, не учитываемые методами 
сопротивления материалов, могут достигать весъма больших значений, 
если сечение стержня достаточно тонко. 

Ниже приводим окончательные формулы для напряжений и пере- 
мещений: 


хх = Зуу = бхи = 0, 


67: =РИ-А (1-Е у) @], 


| 
сы = 20° я а г (105) 
и ГЕ К ы_ | 
ии7 я > 
0 НА У м 
= Е 95, г (106) 


о че [ уе +) |. 
Ь) и сужающегося стержня парами, действую- 
щими на конце. Зададимся напряжениями: 

с:: = —ВЕх + 303 | 32, \ 
хх = В0окз ВАЗ, 
буи = Вбзуу + ЗАЗ, 
О — 8050 | Аз ай 
буг = 8600) -|- Вэ П 
слу = Во) в, ) 


(107) 


причем напряжения с и пр. такие же, как найденные нами в $7, 


нам предотоит определить только напряжения 5 ) и пр. Для них по- 
лучаем: уравнения равновесия 
2 (2 _(2 
о ой 2 | 
д: ве дт Е. = ) 
О о 9 
/ уу и: 
ть 91 Нее Е =0, (108) 
5-6) д: ня 9:2) 
х: 27 
Ваал ы —- = =0, 


и граничные условия на боковой поверхности 


8). +8 =0,. 
30. 30}, =0, (109) 


Зе ИН и 
Е 
Условия на торцевой поверхности выражают эквивалентность напря- 


жений изгибающей паре с моментом М, вызывающей изгиб в плоско- 
сти 20Оу, которая на свободном сечении совпадает с плоскостью *0%. 
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Мы получили для определения напряжений с и пр. задачу с по- 
верхностными силами. Пусть 


= \ 
Ву 
ый Ты Е б;..› 
(2) —с с 
и би а ы (110) 


6(2) =— с(2, — 6(2) — 0. 
хх ху 

Выберем ох., оу: и с:: так, чтобы удовлетворить уравнениям рав- 
новесия, условиям совместности и условиям на боковой поверхности, 
не заботясь о том, удовлетворяются ли при этом условия на торце. 


Напряжениями о.., с, и о,. мы удовлетворим торцевые условия, 
причем получим для их определения некоторую задачу теории упру- 
гости без массовых и поверхностных сил. 


Положим 
вх: я) | 0% — т) к 
— „ 94 (=, 1 
р ты ры (111) 
р =— С; 


С оставим пока неопределенным. Из уравнений равновесия получим 
У -- (28 --1Е) =0. (112) 


Условия совместности дают 


БУ (28+: - =) --О. ] 13) 


Эти условия совместимы с уравнением (112), если 


С=Еу (ау). (114) 


Граничные условия дают 
1 ь 
5-Е. 1—0. (115) 


Итак, учитывая значение С, мы видим, что функции %» определяются 
уравнением 


9+ (2Е ЕЕ): =0 (116) 


и контурным условием 


94 _ - 
9, =0. (117) 
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Задача определения $ф({, 1) близка к задаче определения функции 
изгиба и легко решается для всех тех контуров, для которых может 
быть решена обычная задача изгиба; так, например, для эллипса 


че с (2а* + 5) | 1 241--5* „5 да 
=-Е (1+; г) [= а ЕТ. ны Заееь? (5 3218) }, 


и, стало быть, для таких контуров до конца определяются напряже- 


НИЯ 6; И бу. 


Для того чтобы найти напряжение с., и пр., вычислим сперва 
| зьаеал и зи ат 
та сан = Ел. + \ \ уакат= ЕЛ, \ } зая 
в (ен авы аын- 
новы) (Ава, ан 
= (ЗЕ) л+феинилоав = (ЗЕ) Л. 


Аналогичным способом можно показать, что 


| зыакат=о, 


если только си \— главные оси изгиба. 


Отсюда видно, что напряжения системы 5. бухг, бут с:: в сечении 2=0 
должны удовлетворять следующим условиям: 


\ \ РИ (3Е+:°) т 
ВЕ „а а1=0, (118) 
6} (0 — их мат =0. 


Мы положим, что 
> в 1)+%, 
т 9$ 
о (5+) + о (119) 
‘и т т), 
где ®, — функция изгиба для контура = 0. 0 — функция круче- 


ния для того же контура и т — константа, определяемая последним 
равенством (118). | 
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Перейдем к определению перемещений, поступая аналогично тому, 
как мы это делали в $ 7. Теми же методами найдем, - что 


и шо -+ Вби, Е ВКи -- Ки, 

о = 20 -- Вбы, Е ВК - ВКс, 

и, 90, -- ВК -- ВА, 
шо АУ, 


го = ВУхУ, 

= — 82242, 

= ОВЕН (АЕ 

Е Ем 

Е. м Су 47 

ТА В: ща 

О 2 Е.А, 

ХХ И бы 

и= — (3+1) [ (2 —/)-- В+ В], 


(1, 1 ии, те же, что ив $3). 

К этому должны быть добавлены некоторые перемещения из, оз и %,, 
выражающие поворот сечений и зависящие от т (для симметричного 
контура они обращаются в нуль). Выпишем, наконец, окончательные 


результаты для кривизны упругой линии: 


42х м М 
—. РЕГ 1) А, 


И 
42 Е не А 


т 


Поступило 
19, У. 1939. 
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Р. ВТА. ОХ ТНЕ ОЕРОВМАТ!О М5 АХО 5ЗТВЕ$УЗЕ$ ОЕ МАТОКАРГУ 
ТУТЗТЕО ВАВУ 


ЗОММАВУ 


Тп Ме ргезепё рарег ме сопз1Чег Ве де{огтайопз оЁ пабгаПу бу1еа 
Багз, 1. е. засв Багз, {Ве сгозз-зесопз 07 мЬсН аге фигпед \мИЪ гезресё 0 
еась о\Ъег 1п &Ъе ипзтеззе зба4е.УУе зиррозе {Ваё {№е апз|е оЁ гобёамоп ой 
\Ве сгозз-зесопз геегге4 40 Ме ип оЁ еп 13 зо эта {Ваё (Ве Ба Ъег 
ро\егз оЁ \ тау Ъе пе]ещеа. 

А1опя \ИВ Фе паатепа| соог41птафез ме шигоисе 10са] соог41пафез, 
1 \ЬеВ Фе едиайоп о{ Ше ]а{ега| зиг{азе оЁ {Ве Баг фаКез \е {ог оЁ ап 
едиа оп оЁ Ве 1а{ега] зиг{асе оЁГ а ргазтайса| Баг. 

\У\е аззите {Паб {№е 41зр]асетепз (1п Фе апдатепфа! зузбет о# соог- 
91па{ез) аге сотрозе4 о{ {Ве соггезропашя А1зр1асетет: 11 {Ве ргазта@йса1 
Баг ап4 зоте аа4 опа] 41зр]асетепт(з сопз1Чеге4 аз Ёлпс@опз оЁ Ве 1оса| 
соог41тацез (1п зоте сазез а знаПаг аззатароп 15 та4е агеайу \И\ гезрес% 
{40 Фе зтеззез). 

Гог \№е ад4Итопа! 41зр1асетепёз ап збгеззез \е {ог Фе ефиайопз 
о! Те Теогу о{ еазислбу, \ЪасВ ме еп зо]уе геёапиая оп1у Фе 11г3% ро\егз 
оЁ Ве рагатецег (+Ве апо]е оЁгофаНоп оЁ {Ве сгозз-зес10пз рег ип! оЁ 1епе). 

Ву Ше 4езсгЬе4 те фо4 \уе зо]уе ргоетз оп \е ехцепз10п оЁ &Ве Баг 
Бу Гогсез аррНе4 1п опе сгозз-зесйоп аз ме] аз Бу тазз {югсез о{ сопзбап® 
ицепзибу, езбаЪИзВ {Ъе #асё о! ипё\1зИпте оЁ Фе Баг аё Цз ех{епз1оп апа, 
ПраПу, сопз1Чег зоте сазез оЁ а поп-ип Мог аа $186. 

У\е а1з0 зо]уе Ше {югз1оп рго ет ап езбаБ Из фе 1п4дерепдепсе о{ Ве 
фогз1оп зИЙпезз гот \е пага| $136. ТЬе ахта| сотргезз1оп ассотрапуте 
Те ф0гз1оп оГа пашгаПу бмзе4 Баг 13 ропе4 оц. 

ЕигФег, ме зо]уе Ве ргоБ]ет о! риге Пехиге ап4 ргоуе {Ве уай@ у о! 
{Ве Кпо\уп геайопз Беб\ееп Ве сигуабаге сотропеп{$ ап@ Ве сотропеп{$ 
оЁ Фе Нехшо штошепё, \уБлеВ аге а сепегайза ой о! Вегпои Ш ’з Вуро\езв. 

У\е \Теп сопз14ег Фе 4е{огтайопз о! {\1зе@ Ъагз Фе сгозз-зесопз о! 
\ВсЬ 4есгеазе {о\уагз (Ве еп4. п №13 раг® о{ Фе рарег хе изе {Ве тео 
о! О. Рапой1, ехрозе4 1п №13 рарег ($). п соппесйоп \ИВ (13 \е зо|уе Ше 
ргоБ]етз оп \е ех(епзоп ап Иехиге оЁ зВьшк ше Ъагз. 
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Серия математическая Зече та{петайаце 


В. К. ИВАНОВ 


О СХОДИМОСТИ ПРОЦЕССОВ ИПТЕРАЦИИ ПРИ РЕШЕНИИ СИСТЕМ 
ЛИНЕЙНЫХ АЛГЕБРАИЧЕСКИХ УРАВНЕНИЙ 


(Представлено аксдемиком И. М. Виноградовым) 


В статье рассматриваются методы простой итерации и итерации Зей- 
деля для решения системы линейных алгебраических уравиений. В ре- 
зультате устанавливается связь между обоими методами в отношении 
условий их сходимости. 


1. При наличии определенных условий систему линейных алгебра- 
ических уравнений 


а ОП) (1) 
можно решить посредством простой итерации, полагая 
о. о (2) 
и получая корни 2; из равенства 
арта 5 (14,2, ...:п). (3) 
оо 


3 некоторых случаях решение достигается путем итерации по методу 


Зейделя, согласно которому 2“ определяется из уравнений 
‚ (м) (+) (К о о об й 
а о О. (*) 


В ТУ выпуске «Успехов математических наук» Д. Ю. Пановым 
была предложена задача: «исследовать связь между обоими методами 
в отношении условий их сходимости». Решению этой задачи и посвя- 
пена настоящая работа. 

2. В развернутом виде система (1) зашицется следующим образом: 


т, =И: а 


И 4 а а Ч (5) 


Яп = Ив - ава, -- авт Е ооо 9705000 
Рассматривая числа (т, т), .... нь) и (И, И», ..., Ин) как составляющие 
п-мерных векторов хи ин, мы сможем записать систему (2) в символи- 
ческой форме: | 
ж=и + Ах, (ра) 


где А — матрица, составленная из чисел @ь. 
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3. Равенства (2) и (3) запишутся в векторной форме следующим 
образом: 


ж<) =и- Ажб-, (6) 
ж = Па ж0; (7) 


у-ое приближение можно представить в таком виде: 
Жо —и-+-Аи+... А+ А'ж® = (4-А... ВА и- А*х®. (8) 


Предел (7) существует в том и только в том случае, если сходится 
матричный ряд 
АА 4+... 

Применяя к этому ряду основной признак сходимости рядов от мат- 
риц*, получим следующий результат: 

ТЕОРЕМА Г. Для сходамостия процесса простой итерации уравне- 
ния (5а) необходимо и достаточио, чтобы все тарактеристические 
числа 1. (1=1,2,...,п) матрицы А были по модулю меньше единицы: 


у се а): (9) 
4. В процессе Зейделя у-ое приближение определяется формулой: 
(. у . 1 — 
аи Рана... Тан аяо ант о а. (10) 
ан 


Будем считать у фиксированным числом и введем вспомогательные 
векторы и®), у@),...,1/, определив их следующим образом: 
(и) 2) при < в Е И 
Ув = (“—1) : . (11) 
д при ибп 


Из формул (10) и (11) следует, что имеют место следующие соотно- 
шения: 


(и—1) : 
и®- { у ый ме __ прив ада. | (12) 
и, Рамуе ау... ау при == | 
Введем следующие обозначения: и) — вектор, в-ая составляющая кото- 
рого равна и„, а остальные — нули; А®— матрица, р-ая строка кото- 


рой совпадает с |„-ой строкой матрицы А, а остальные строки — с соот- 
ветствующими строками единичной матрицы 


и 
ото рааоюау обо 


Яр бобры деиаь 


А = (13) 


С а 


Пользуясь введенными обозначениями, равенства (12) можно записать 
в векторной форме: 


Е (14) 


(м. ПИ. А. Лаипо-Ланилевский, Теория функций от матриц, 1934 
стр. 30. 
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Выражая последовательно 9%), 1,2), ..., /(”) через /©), найдем: 


и = и + и ы Аи АЕ АД ®- а А) и 


АУ. (15) 

Введя обозначения 
О ЗЕ и рае АИ. А. (16) 
ВАА А) (17) 


п замечая, что согласно (11) 
1 ©) —жо-Э и и) —2%0°), 


получим 
ж<) =о- ВхС-5. (18) 


Результат можно сформулировать в виде теоремы: 
ТЕОРЕМА ИП. Процесс Зейделя для уравпения (5а) эквивалентен 
простой итерации для уравпиения (18). 
5. Положим 
РА ПАО о ат (19) 


( д ‘ь 1 ( 1 1 
В УЕ В я- ) В п) В. Во = А®. ) 


” —1 
Как видно из (13), при умножении на А® у В®-® меняются только 
элементы -ой строки, элементы же остальных строк остаются без изме- 


нения. Это дает зависимость между элементами матриц В® и В 0; 


Е. при А-Ь, | 
= р и Е | 20 
: | ав ) а с ав > при А=ь. 0 


В частности, для в =1 


(1) ао Ио в = 1, | 
и =ак = и В (21) 


где 
н -| мои и=8 
и 


Из этих равенств паходим, что матрица В“ имеет следующий вид: 


| 1 612 р, от а1 не В: 
а О О 
(4) __ || бы бы... бы бы Вата быт | 
Е О 01 0 о о 
Поьбонааь 0: 490 0 а | 
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где би ((=1,2,...,п,К=1,2,...,П)— элементы матрицы В. Формулы 
(13), (21) и (22) дают возможность составить выражения для последо- 
вательного вычисления элементов матрицы В: 

к = ак а О 


[ 1 ) 
| Хчевал [<% 
а щен (23) 
| р аб ак Е>К 
а—=1 


6. Из теорем Ги И следует 

ТЕОРЕМА ПГ. Для сходимости процесса Зейделя для уравнениям 
(5а) необходимо в достаточно, чтобы все характеристические числа 
матрицы В, элементы которой определяются формулами (23), были 
по модулю меньше единицы. 

Если применить обычный критерий сходимдсти простой итерации, 
менее общий, но практически болеф удобный, то получается 

ТЕОРЕМА Па. Для сходимости процесса Зейделя уравнения (5а) 
достаточно, чтобы элементы матрицы В, определяемые соотношениями 
(23), удовлетворяли неравенствам 

ба бака бы фе (РЕЗ нм (24) 


® 


7. Взаимоотношение между процессами итераций простой и Зейделя 
зависит, как показывают теоремы Г и Ш от распределения корней 
характеристических уравнений матриц А и В. На отдельных примерах 


мы покажем, что сходимость одного из них не всегда влечет за собой 
сходимость другого. 


Рассмотрим систему двух уравнений: 
3: =и, | ал1т, + а12%», 
т) = из | а17, + 4527. 


Будем предполагать все входящие сюда числа вещественными. Характе- 
ристическое уравнение матрицы А имеет вид 


(25) 


г . 
7. — (а11 + 422) ХЕ (а\1а›› — аза»1) = 0; (26) 
характеристическое уравнение матрицы В 
о = 
№" — (а11 -Е а — а1›а1) «- а, а» = 0. (27) 


Элементарными рассуждениями можио показать, что оба корня квад- 
ратного уравнения 


2 ре ч=0 (28) 


тогда и только тогда лежат внутри едипичного круга плоскости ком- 
плекеного перемеипого, если удовлетворяются неравенства 


4<1; —р-9<4 р-9<\. (29) 


Обозпачая 

Ч: 42 = — 1; ана — ара: =9; аа =Т, (30) 
мы сможем записать характеристическое уравнение матрицы А в виде 
(28), а условия сходимости простой итерации в виде (29). Отсюда ие 
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получаем для итерации Зейделя характеристическое уравнение мат- 
рицы В 


Р- (+9 Юе-тг=о (31) 
и условия сходимости процесса Зейделя [из условий (29), (30) и (34)] 
р Ь (32) 


Рассматривая р, 4 и г как прямоугольные координаты точки в про- 
странстве, мы будем иметь две области: область сходимости простой 
итерации, определяемую неравенствами (30) (вертикально стоящая 
трехгранная призма), и область сходимости итерации Зейделя, опреде- 
ляемую неравенствами (32) (горизонтальная трехграиная призма). 
В каждой из этих областей имеются точки, не принадлежащие другой, . 


поэтому сходимость одного процесса не всегда влечет за собой сходи- 
мость другого. 


В качестве примера можно указать уравнения: 
д =1— 2х, — 3.61х», 
ем 
Здесь р=0.2; 4=0.01, г= —3.6. Условия (30) удовлетворяются, а (32) 
не удовлетворяются, поэтому простая итерация сходится, а итерация 


Зейделя расходится. Несколько последовательных приближений дано 
в таблице: 


(33) 


Пгрозтая итерация Итерация Зейделя 
— р = т 
1 0 1 0 
—1 1 —1 —1 
—0.61 0.8 6.61 4.81 
—0.668 0.83 —3.144 5.514 


Истинные значения неизвестных: 
= 0.604... 20.320... 
8. Обычно в уравнениях (1) 

О 
коэффициенты при х; в г-ом уравнении в правой части равны нулю. 
Поэтому при исследовании уравнений с тремя неизвестными мы огра- 
ничимся только этим случаем. 

21 = и; + 4127, | 41323, ) 
.=и» ал, - а.37з (аи =а» =азз = 0) р (34) 
3 =из- аз, + аз7о. ) 
Введем обозначения 
Р= — 912421 — @2з@з2 — @з1@1з, у 


Ч = Ч12@озЯз1 -Ё Ч1з@з2 21, 
Г — Ч 24291 


8 Известия АП, Серия математическая, № 4 
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Опуская вычисления, напишем характеристические уравнения матрицы А 
(простая итерация): 


2 + ре ч=0, (36) 
и матрицы В (процесе Зейделя) | 
а (ра = —гх=0. (37) 


Уравчение (37) получается после вычисления элементов матрицы В 
_по формулам (23). При помощи простых рассуждений можио показать, 
что корни уравнения (36) тогда и только тогда по модулю меньше 
единицы, если ри 4 удовлетворяют неравенствам 
—рР-9< —2Р44<0 РЕФ<И (38) 
Уравнение (37) имеет одним из корней нуль. Для оценки двух других 
корней можно применить неравенства (29), которые приводят к сле- 
дующим соотношениям: 
—Р49< р 9+ г<т (39) 
Неравенства (33) дают условия сходимости простой итерации, нера- 
венства (39)— условия сходимости процесса Зейделя. И здесь сходи- 
мость одного процесса не всегда совпадает со сходимостью другого. 
В качестве примера рассмотрим следующий: 
ва — 0.1 —-- % -- 0.02, 
== 0 —- % 
$, —= 2х, — 10х, 
Здесь 
р= — 0.04; 9=0, г=а. 
Легко проверить, что (33) удовлетворяются, а (39) нет, поэтому про- 
стая итерация сходится, а итерация Зейделя расходится. Несколько 
приближений дано в таблице: 


Простая итерация Итерация Зейделя 
—_ БАНЬ ЗВ че ДЕ КРтЕь 
ыы ые | 5 © | 5 % 
| 

0.1 0 0 | 0.1 о 0 
0.1 | 1.0 0.3 0.1 ! | — 95 
1.10 | 1.3 —98 | 0. 90% —0.6 = 9.508 
\. 16% 1. — 9.2% | —042 | &68 фо 
11 | 1 —10. 192 3.83 | —5 | 106 


| 
| | | ( 

9. Мы видели, что решение вопроса © сходимости процессов ите- 
рации для линейных алгебраических уравнений сводится к иселедо- 
званию распределения в плоскости комплексного переменного характе- 
ристических чисел соответствующих матриц. При переходе к нелиней- 
ным злгебраическим и функциональным уравнениям мы. очевидно, 
не имеем права обобщать на них теорему |1, поэтому вопрое о необхо- 
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димых и достаточных признаках сходимости простой итерации для этих 
уравнений может быть разрешен только после построения для них 
аналога теоремы Г. Но теорема [, очевидно, легко обобщается на эти 
классы уравнений в следующей формулировке: 

ТЕОРЕМА ПТУ. Процесс Зейделя для системы уравнений (алгеб ра- 
ических, функциональных ) 


И 2 С...) (40) 
эквивалентен процессу простой итерации для системы 
т; =; (т, т, > п) (#=1,2, . эп), (41) 
где функции 
1”) = Ф; (т, хо, =.) О.П) (42) 
получаются путем п-кратного преобразования переменных: 
(\—1) О 
(у) п Е вай 
= 2 У у ы 43 
. ы Е р: # Е ..П ‚ ) 
причем 
0 . 
29 = д; (Е дан д 
Поступило 
19.11.1939. 
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ВОММАВУ 


Тье ргезепф рарег Чеа]з \ИБЬ 4Ъе диезиоп оЁ 4Ве зо]айоп оЁ зузетз 
оЁ Ипеаг а]сефга1с едиаМопз, Бу \е шефо4з оЁР зипр!е ап@ Зе14е!’в 
Цегамоп. ВезаЦз сопсегплие сопуегоепое сгиегла {ог Роф Ф\езе 
ше{о4з аге 4едисе4. 1 13 ргоуей \Ъаф \Ве сопуегвепсе оЁ опе оЁ \Везе 
те{Во4з Ч4оез поф песеззагИу пар!у \№е сопуегрепсе о{ {Ве оВег. Тье 
рарег соша1пз 4\о ехашр]ез о{ зузфетз 0Ё едиайопз зо]аБ]е Бу \е 
ше{оЯ о{ зипр1е Цегаймоп ап@ поф зо] Бе Бу \е шеФоЯ о{ Зе14е1’з 
Цегайоп. 
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